Int@gratletheorle van H&m11tmn~$a@ bi.

hd

o

De vergeld jki g van Lagrange. N

Beseh@ww cen sﬁelsel wet o Zradzn van vrijhaid eo
...... . S . K
zakel ijke courdinaten 9 , G e, 7, 8lgemesn 9 ~(k

Zz é < . 4

f“" Y o 5
50 5:=1J°sfﬂﬂ/)e De kinetische eunergie zlj sangeddid ﬁu@w
‘ Ban

e T ; :
(ln afwijking van de & ven het algemeans o0l 2ge).

be verg@*

lijkingen van Lagrange luiden;

. L i D G
. P ¥ -y e 12 @ Y Yo
° P ‘)'j o / T P T =}
" o H S k> 5 NG .
[49 £ o R {ﬂ/ N Pz R ‘,f i N Aj "

! .
/g AT S S \
i ® [ PN PN £ S

o9

In he? bijzouder ﬁ@va¢, dat de arbeidsco %ffi@i@ﬂtfﬂ ”luﬂ lat

,7_.: & - A o .\ Sk
afielden nit een functie L wan g & en T, &n wel up d&41

3 -

volgends wijze

fe/:; ' G/ )\ - —!'“’- - — N

S g - RIS g
[P (/.(/ ¢ & g’ .
7

gaat de vergelijking ( 7.7 ) over in

i ' CL ,Jja -S?i,_.,,
7.3 L‘ilt ae,\ ?g}\

0

i

.
=
[al

3
V)
&
(i
[
1
o
et
ot
09

“wvan Lazrauze.

-

waarin : »  o
7.4 A= S & -
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gehouden worden)

(P, heet de bij gk behoorends "impuls). Schrijven we nu
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Is derhalve fJ als een functie van 0 en y te schrijven w&arln

£ nlet expllﬁlet oPtreedt dan besta&t er een eerste 1ntegraal

H = gonstant.

indién T een nomogene guadratische dunctie der ?k'is_
(zo0als b.v. in bewegingSVraagstukkén zonder bewegenden dwang)v
‘met coofficienten die van @e‘gk ; doch niet nog extra van_ht |

afhangen, den is - o o -

25 T< 4 U? 7"
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LD | K .
‘en is [ allesn. afhankelijk van de 7 en niet van 0 en g , dan

volgt voor fp ( 2 )
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In dat geval stelt dus de Hamiltﬁnsche.functié H ae totale

energie voor en wij schrijven

28 H=t%.




Er bestaat dus een energieinfegrsal H= %, wauueer!/ *l

” , : K ~
cen homogemne guadratische functie der q is met coefficienten
K

die eventueel wel van de q

‘gen en bovendien i? een functie is, die alleen vaniyk', maar

, mear niet expliciet van [ eaihan-

e K

niet van £ en van de 9 _afhankelijk is.
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ff = constant is een esrste 1ntegraa1 de mechanische be-

"

teekenis hlervan is niet gemakkellgk in te zien. Zeker 18-;
ﬁf niet de totale energie / Zj want deze is veranderligk
omdat het mechanlsme,dat~a) constant houdt, energie toe- -
voert en gfvoert, | | |

2° methode. Stilzetten.
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mr blljkt dus dat de constante die b13 de eerste 0p10$31ng8
methode gevonden werd de beteekenls heeft van de totale  ?

‘4energla beoordeelt van het standpunt van den waarnemer lee

met den ring meebeweegt,a
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Opmerking: De 'cfdnstante in H=c¢ laat zdch niet altijd doc ™
omzetten van het probleem op zulk een eenvoudige wijze als

totale energie dulden .

De kanonische vergelijkingen van Hamilton.
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Keeren we nu terug tot het geval, dat alleen gegeven is

dat de kinetische potentmal }/\ bestaat. Uit
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De onbekende ven het probleem zijn 7k en 7< ; gevraagd is, deze
&'s functie van den tijd te bepalen door integretie van ( 4.7 )

b1j gegeven biginvoorwaarden:

K K
; 7 =9 .
o 4 K voot b =L .
) (’;K:’Z/" ?
o

Nu zijn echter volgens _( 4.1.) de /J), fungties van qk , y'k en t 5
men kan dus de q (zonder integratie eenvoudig door oplossing
der vergehgkmgen ( 4.2 ) near de 9’ ) in 7" , P en T uit-
drukken. M.a.w., als onbekenden van het probleem mogen we 0ok
beschouwen qk en /o,\, en gevraagd is dan, deze als functies van .

den tijd te bepalen bij gegeven biginvoorwaarden:

gk = g~
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De m, vergelijkingen ( L7 ), van de tweede orde in 97/‘ laten

zich nu dienovereenkomstig overvoeren in 4% vergelijkingen in
“w . )

gd” en Q5 ven de eerste orde:

s

Algemeen is, wanneer b constant gehouden wordt en qk‘ em/f.'g,;‘t

net (TqK en 5/&_9\ toenemen, da toename vam /‘@
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‘.( we gebruiken ¢ inplaats van d om aan te geven dat & con:
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stant gehouden wordt) dus, op grond van ( 4,/ ) en ( ¥.2)
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4.2 . . :
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of ““
5.3 TH =G 8p, - Fuda".

Daar echter steeds 4 , als functie van ‘? , by en T 0pgevai;,.-«-
bij differentiatie oplevert

dH (] DH d A%—% ot
5.4

TH Jq +9;j Thy s

volgt -
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5.5 :
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Dit ziin de kanonische vergelijkingen van het probleem (Hamilton

1834) Zij zijn afgeleid uit de vergelijkingen van Lagrange en
omgekeerd kan men de laatste ook uit de eerste afleiden. De ver-

“elijkingen van lagrange en de kanonische vergelijkingen zijn

dus aequivalent.

Stel dat M =zich laat schrijven als een functis van /), en
K L L .
g, die T niet expliciet bevat. Dan volgt uit ( 5 5 )

1}-'6 d«“‘f d? BH (/" e')nl‘ (i“”] %?- m/:,k.,g

i\ } /’J}\

en we hebben cen tweede criterium voor het bestasan van een cer-
ste integraal H=c¢ gevondan.

Is H een funstie van p, en c;k , die T niet expliciet




vfbevét, dan bestast er een eerste integraal_F¥=sc°
Wij bewiizen dat deze beide criteria identiek zijn: |
Indien 4 als functie ven qK, q"K en & ds T niet expli-
cist bevét, dan bevat H als functie ven p) , 7k en T de T ,ff

eveneens niet expliciet en Omgekeerd.
Volgens definitie is

o= ,/bk (7;'}<- /\? (‘7&?,"{3&)

Bewijs:
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Tengevolre van ( 7.8 ) en (4.2 ) is dus
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Uit ( 5.4 ) voelgt dus
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waarin 1iwks,ﬁ% en 7K constant gehondev worden en raechts

a Pt en (:;‘} K
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Fen wechanisch probleem met
eischt derhalve oviossing van A n differentisalve

graden ven vrijheid ver-
rgeliijkingen

Y

van de eerste orde.
Voor het laters is het ven belang op te marken, 6at}fé%ﬁ5é}

noeit cen howcgene functie van den eevsten grasd in ﬁa kan zijn,

w.a. w. dat nooit kan gelden

b (K pagyt)= o (£9,8)

Tupers dan zou volgens de stelling van Euler voor homvgene fune-

ties
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4 zou dus identiek mul mosten zijn, wat tegen de onderstel
op blz. & is.

Voorbeeld 1. Als eerste voorbeseld behandelen we de bewe-.

ging ven een massapunt onder den invlioed van een kracht-
veld met sen gegeven arbeidsvermogen van plaats P , 8llee

afhankelijk van x | Y en % . Hier is

r? ; 2 .1
Y . i o
L=ym (m oy ok )

Pz P lx,42)= gegever. ¢
,,g‘
; LzTP=lm (%55 f»:::,/; ) —
(:’A“? r_ % o w[fmdsxumw&‘r?) |
§=x Py m - (omp
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De vergelijkingen van Hawilton luiden:
TH " oF . .
lme VR aamr . oyl
:’}4}?‘/ ! ’ EI. J (/»?
g
- Mt leptifecdm olcf 7
5o =q 5 Rek (dehbdin dif ol
gpégggﬁ . Behandal hetzelfde probleem met bolcoordinaten.
Vﬂgyh?gm 2. Als tweede voorbeeld nemen we weer den ring
mat maseapunt, blz. 3.
Zetten we den toestel niet stil, dan is
of / : g:‘ LR s N K eprs,
,.”’il f'“f - 5 i \m ;\?} - fz{, G, _‘F*j ?‘Hy . {:L"if;? .

De vergelijkingen van Hamilton luiden
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o=@ Smm = ——p . (nier een identiteit).

van een stelsel vergelijkingen in den kenonische
den we ¢oze tot een variatievergelijking.
Ve variaticvergelijkingen van Hawmiltoh.

e b4 3 A R

De vergelijkingen zijn opgelost wanneer de 7"’ en dus C"%"“

o fe

¢ (of de ) als functie van & bekend zijn. De stand van
steisel is op ieder oogenblik gegeven dcor de » getallen 97/
7 " . Ven kan dit anders uitdrukken door te zeggen dat all@e

mogelijke standen een ruimte van 2. afmetingen /\{%vormen met

s b i
de coordinaten c,f A I g . Deze ruimte noemen we de coordi

natenruimte. Goat men ven EEdk zekere beginvoorwasrden

D B M SSTOARS 3 S I

b= f

m»s, b=t

it

uit, dan beeldt zich het verdsre verloop ven de beweging af op
een kriomr in de ;3’\% , de baan der beweging, em bij ieder punt
ven dis krowms hoort een zekere waarde van U . In ieder punt
1 de rinhting van de kromme vastgelegd door de dlfferentlalen !

o e

Ay, e e, dff’ det is dus door de ¢ , of ook door de b, ,

Tl

3 k - K ‘ Lo 0
daar deze immars met de cg en ¥ samen de 9 bepalen. Door ie:

! £ o . . : . .
der pum asr A, gasn in ledere rmhting'oneindz.g veel banen,

) L2 ¢
irmmers door eon andsre keuze van /of\ kan men bereiken dat de Cf

ten tijde ﬁ = alle met éenzglfde factor veranderen. De rich

f

ting in ¢ verandert dan niet, mear het verders verlcop van

basn wel .

Voorbeeld: Vrije val met gegeven be

. . s . s

_r;eh*rmg De Xh is hier het x4 -vla ?
N /]




' De bahen nier de bekende kogelbanen, zijn

’ ~ parabolen, die in het beglnpunt alle de-

i1 | zelfde raaklijin hebben.

Neemt men nu de)(ﬂu+, gevormd door 7’,...e;

?%'en t . dan ligt het gaval anders. Deze

\E ruimte noemen we de filwmruimte. Willen wij
\ X

dan Gen puﬁt, bewegend in een vlak, de film
| ruimte construeeren, dan waksn we een film
van de ﬁeweging, knippen de plaatges uit en maken er een drie-
dimensionaal pekje van. De staﬁd van het stelsel wordt in de
filmruimte~x?z+, eveneens gegeven door een kromme, de wereld-
}Eﬁga Verandsren de ék tentijde t =0 alle met eenzelfde fac-
tor, dan veranderen niet de verhOudiﬁgentiyﬂeiyzz-~ . 3047
maar wel de‘verhoudingeneiqjh¢7% s Zdﬁmfﬁiézcodat de begin-
richting ven de wereldlijn ﬂg}_varandert.‘ K
Voorbeeld: In het vorgge voorbeeld is
de snelheid voor iedere baan een andere

‘//m\\\ ‘ constante. De wereldlijnen zijn dus

ook weei parabolen, masr deze liggen

/&7% \\ g alle in endere vlakken. Hun projecties
% |
T2

N ‘X op het X ¢y~-vlak zijn de banen in de.
f///// \\\'. ~ vorige figuur.

N Daaruit volgt, dat in de wereldfilm
door icder punt één bij het probleem passende wereldlijn in ie-
ders richting gaat en men zon geneigd zijn desruit intuitief te
besluiten, dat er door twee voldoende naburig gelegen punten in
¢e wereldfilm één en slechts &ém wereldlijn gaat. Teruggebracht
tot de .X%b zou dat het volgende beﬁeekanen, Zijn €, en t, twee

gegevag‘tijd@n en Za en.?k twee gegeven punten der X;b ’ dar

zal er in het algemeen één en slechts één baan zijn, die ten

tijde ﬁ .L; begint en ten tijdeza, in f; eindigt.
?% Voorbeeld: Is in het vcorgssnde voor-

o
en moet het punt x , Yy ten tijde ?

{ :

: | beeld het punt ten tijde & in X , Y |
| |

| .

i X : rei i

bereikt worden, dan is
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en uit deze vergelijking volgen ¢, en 5& eendeudig.

Deze intuitieve beschouwing moet nu door een exacte ver-
vangen worden. Daartoelbeschcuwen we een %illekeurige baan tus—
schen de punten 7k en 7K, die doorloopen wordt tusschen é en%f

’ - en vormen lengs deze baan de int e~

% W4 : graal
A

7 | 10,2 /,@(w

Ondersteld is dus, dat er een kinetische potentisal Xf be —
staat, deze wag expliciet van £ afhangen. We beschouwen nu ser
K .
naburige krorme in de X% tusschen de punten 7k +«57w en 7"*3‘?‘(
7 / 2 2

die geen wmogelijke baan behoeft te zijn en vormen de integrasl

over die kromme, echter in de onderstelling, dai 2 constant g=
houden wordt, d.w.z. dat men het punt gK op de eerste trajecto-
rie, dat ten tijde © bereikt wordt, het punt ¢+ 5¢" en dezelfd e
tija t op de gevariecerde kromme correspondeert. Bij begin- era
eindpunt van de gevarieerde kromme behooren dus 0ok ? en g

In dit gev%g is de variatie van de integreaal

t
sl oate [ 5Lat
J
‘e ¢ |
A
/ mz/( (fy +5ﬁjq )afzé (WﬁWZtMmWW)
10.3 :
/gﬁéff)‘i”“}”‘ (wé;%dm .z)".}
l £ oL o k-(.a.:.'% JqK. » '
I e ety LT

Uit deze vergelijking volgt:
1. Vallen begin- en eindpunt van de baan en de gevarieerde

kromme samen, dan is

10,4 wa‘/,&ézﬁzo.




liiitm de “ Hamltmfmha ¥EX? mriatiamrgelijkmg (oob

2 ‘wel genoemd. het Hamiltonsche variatieprincipe). De vergelyijk}

is de eerste noodzakelijke voorwaerde voor het extreem (mxi
of minimum) zijn van f Adt | Om te onderzoeken of werkelijk

extreme waarde optreedt, zou mem nog eens moeten differentie
ren. Dan blijkt, dat werkelijk een minimum optreedt indien ¢
qk niet te ver uit elkaar liggan. Is 9 op de baan gegaveﬁ:
Bgstaat er een grenswaarde voor q s het bij 2" behoorende

pggggpnnt WaE rbij‘/uﬁdt niet meer winimom ia blijven we dich

ter bij ﬂ den dit brandpunt, dan ia//zfdf minimum en er be-

steat dnq in dat geval tusschen qk’en zK in de infinitesimale
7

omgeving der gegeven trajectorie geen andere dan deze baam, dia

in het interval % tot ! doorloopen kan worden. Is g het branﬂ

runt van qk dan gaan er door qk en 9 meardere infiniteslmaal
¢

neburige banen, die alle in h;t interval ? tot § doorloopen
kunnen worden, ‘

Er bestaan dus in tctaa;cxf“' wereldlijnen, door elk algeéﬁ
razen gelegen punt deréxﬁb*, filmruimte gaan er oo’ . Kiezen we
uit deze cen stelsel vanm 00 zoodat er door ieder algemeen gemg

legen pmt 1 gaat, dan noemen we dat stelsel een congruentie

van wereldlijnen. In onge gewone ruimte (7 #/ = 3) hebben we
iets derpelijks met de rechte lijnen. Er hestean 0o rechte 1ij-
nen, docr eolk punt gean er owi . Kiezen we uit de JOV er yoxuit,
zoodat door elk algemeen gelogen punt 4én 1lijn gaat, dan heet‘
cat stelsel een congruentie. Voorbeeld: alle normslen van een
ellipsoide
Voorbeeld van een brandpunt. Een massapunt kan zonder uit-
wendige krachten en zonder wrijving bewegen over een vast
bolopperviek met straal A . é’ en q}'zijn b.v. ds bol-
coordinaten & en ¢ | X, ia get bolopperviak. De banen
zijn alle groote cirkels van den hol, de snelheid langs sen
trejectorie is constant 723 nl4 en fglin het algemeen
elechts twee trajectorien, die samen een grcoten cirkel

vormen (dit ligt ean de bijzondere keuze van het voorbeeld




12.

en is in het algemeen niet ncodig; verg. het vorige voor- .

beeld) en dus kunnen beide in 7{/-}5 doorlcopen worden,mits

men als beginsnelheid kiest % = AB resp.¥= w i J

Pe beide banen liggen echter niet infinitesimaal naburig.

'XA

Zijn echter A en B diametraal gelegen, dan zijn er oo veel‘
baren, die alle in een tijd % *}5 doorloopen kunnen worde
en bij e},k# van deze zijn er andere aan te wijzen, die er
‘slechts infinitesimaal van verschillen.

2® De Hamiltonsche variatievergelijking ( 70.¢) is aequivalant

met het stelsel der kanonische vergelijkingen ( 5.5 ). We be-
hoeven slechts de aequivalentie met de vergelijkingen van La-
grange aan te toonen, want deze zijn immers met ( 5.5 ) asequiva-

lent (blz. § ). Uit (70.4) volgt

2
/3. [ 84t

~¢tT

0/(?; CVQ + 57 /)dé (omdat £ constant gehouden wordt)
ok
112 =ff o (3564 ) (& 5000} 44

_ /aﬁ) : (%g L:; 5? . /{;‘; & gyﬂ }(Yy ot

De eerste twee termen vallen weg wegens 0'?“ . (ff = ¢ en aw“‘{‘i

gezien de vergellijking moet gelden voor 1edere naankrumma en
voor iedere keuze der 59 vnlgt

0 )
2.3 LANCLIL N
g ZE Dgr gk

Bij een wereldlijn behoort in elk punt nog iets anders,

namelijk de waarde van ff At in dat punt, geﬁﬂmen langs die 113’@
Wa is volgens (4.3 ) l

Y Lt = - Hdt +p 49"

8.

n dat is een differantiaal%rm, van de eerste orde in ?"'



~differentiaalvorm

18,1 Xﬁ(xf”g/ﬁLj"‘"Zdﬁ‘a

A4
waarin A

¥

, L/ en A functies van X , 4 en X zijn, meetkun-
dig een 2 richting waerin de verpleatsing Zx , &y | A% gele-

gen moet ziin, opdat de differemtiaalvorm nul wordt:
/32 Nadx %17/"9”‘29/4”-

Omgekesrd bepealt het veld van de 2-richtingen de differentisal-
vorm slechts op een factor na.

Bijgevolg bepsalt A,dt .in ieder punt van de filmﬁuimte
esn 7.-richting, die zeker de richting ven de bijbehoorende
wereldlijn nist bevat ( went A A% is immers niet nul). (Men
moet niet vragen of de % -richting soms 1oodr9¢ht op de wereld-
lijn is. Hoekmaten en lengtematen zijn in de,x,m+,niet gedefini —
cerd). Masr hier bepsalt, zocals we bewijzen zullen, de % -rich--

ting de uitdrukking £t wel, al is het dan cok niet eenduidig.

Zij nemelijk de ™ -richting gegeven door de verhouding

13.3 et te,,

O . &, 2ijn dus gegeven grootheden, C, heeft de di-
aie LI A e e

mensie A« en £, & [ &  zijn dimemsieloos), dan zijn in

de esrsts plaats H en /bA alvast op een onbekende factor o

na bepaald

134 “H=Ke, 5 pr=de,

en na moet b0véndien nog aan de vergelijking
13.4 H:_H(/a,\,y“,t

- woldaan zijn. Wij vinden dus bij substitutie

S ;__7/3;5, | o, u'..H(dc,\,q"ﬁ)

“an umt deze vergelzjkzng kan A steeds worden opgelast behalvef
het geval dat }¥ een homogene functie van den eersten graad

‘??ngﬁjﬁr @@nyg&val dat echter zooasls we op blz. 6
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zagen, nooit kan vorrkomen. De vergelijking voor X zal in het
algemeen meerdere wortels hebben, meestal is H van den tweedmﬁ

graad in A, (niet novdzakelijk homogeen) en dan zijn erfus al

i
tijd twee wortels. De wortels XX zijn functies van g en ¢

raimte, die niet nul is, behcort een differentiealeorm v@odé ,

d.w.z (ingevolge /4.4 ) zekers bepaalde wearden van /7 en f, .
Tit (5.5 ) volgt echter dat q}R een functie vean 0, | q" en L
is, zoodat elike reeele wortel ia een punt qk R ¢ ook ék, dat
is de richting van de werseldlijn daar ter plaastse, vastlegt.
Bij elken reecelen worten behnort dus een bepaeide richting van
de plastselijke ﬁareldlijnﬂ Bij complexe wortels behrort na-
tuurlijk in een reesel mechanisch vraagstuk niets, d.w.z. de
plaétsalijke N, :richting die tot complexe wortels zou voeren is
voor Ben recel vraafstuk uit te schakelen. Hesumeerende hebben
we dus: | |
1 Bij elke richting in een punt der filmruimte b‘ehoqrt
| één enkele %N -richting, zoodat bij een wereldlijn in die
gegeven richting een differentisalvorm Ldt behoort in de
% -richting. £dt is volkomen bepaald, niet slechts op een
factor na. Om fdt uit de gegeven richting, dat is
aiff:dyzr«w-oltfm: d% te bepalen wordt uit g;'K eerst A, bere-

kend met b-ehulp van ((F.2 ) of (4.2 ), daarna H uit
H "-:'JH (/b,:\ :qu t)‘

2. Bij elke gegeven N -~richting in een punt der filmruim-
te bshocrt een bepaald aantal (het aantal reeele niet ver-
dwijnende wortels der vergelijking (/3.4) ) waarden van

4 dt , Welk aantal ook nul kan zijn, en bij iedere zooda-
nige wearde ven Lot één enkele bepealde richting, de
pleatselijke richting van de bijbehocrende wereldlijn. :

e zullen de # -richting, die in een bepsald punt bij de rick

';ﬂm—kva;‘rgr}“"wwar‘at],dlijujx hoort de tnagevoegde #f-richting noemen,




Ll e

omgekesrd de richting, de toegevoegde richting van de m -rich-

ting. De toegevoegde " -richting is éénduidig bepaald, de toe-

gavecegde richting is echter meerduidig bepaald en kan onder om~

standigheden ook ontbreken.
fen punt der filmruimte met een 7%¢ -richting hest een ele-
ment, en een wereldlijun met de toege-
o (&\//X’ voegde s --richtingen in elk punt erbij
3\;(‘/ heet een elementenrij. Dan gelden dus

~de volgende stellingen:

&. Een elementenrii is volkomen bepeald door één van zijn punten

en de richting van de wereldiijn aldaar.

b. Ien gegeven element is element van een zantal elewmentenrijen

dat gelijk is aan het aantal reeele wortels der ol -vergelij-
king.

Er bestaan in het geheel ooz'% elementenrijen, door elk al-

gemeen gelegen punt oo™ . Een stelsel van 00 elementenrijen
zwdanig, dat er door elk algemeen gefegen punt €én gaat, heet

sen congruentie van elementenrijen. Fen dergelijke congruentie

is in het algemeen zoo, dat de ¢ -richtingen zich niet aaneen-
schakelen tot oo’ X,, , is dit wel het geval, dan heet de congru-

entie )(u. ~vormend. Dit is een bijzonder en voor de mechanica

zeer belangrijk geval.
e méetkundige beteeckenis der kanonische vergelijkingen

is nu de volgende. De vergelijking
A5 .4 do = «a.ii oLt
. | 7" =5

legt de richting van een wereldlijn door een punt vast, indien
in dat punt de differentisalvorm ,fdit gegeven is; de vergelij-

 king
s 18,2 6£PA?='7§71 ok
i _ B 99
lagt den de differentimalvorm L dt in een volgend punt van de“»

- wereldlijn vast.

: ,onrheéldé b

f . s
a blz,l' i punt in gegeven conservatief
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krachtveld

101 H=T+P= L (p'eplrpi )+ P,

De A -vergelijking luidt

s L D e o pt et 4
/6.2 -oc, = Lo ae L = Gt
of

16.3 L fa.mg o<+~—--»P 0.

Pleze verselijking heeft alleen reeele wortels, wanneer
, 2 : RS X
/6.5 g_.,‘:,?h:{io
ig. Dat dit 200 is spreekt vanzelf, aangezien £, , . . ., C,

evenredig zijn met ~H, p ,« <, p . is de voorwearde

nameliik gelijkwaardig met

b5 HRaPT<(PI)zo

en inderdaad kan in een reeel vraagstuk ]D~21 niet imagi-
nair worden.

De wortels van (/6.3) zijn

16,6 o(-m-/ i l/ e, -..ZmP)

De filmruimte is vierdimensionaal, Is in eenig punt % s 4

% , T een drierichting gegeven door de vergelifking

16.¢ Clal/:a ?-Cld{/f(ija'/z,fcpdé:g)

- dan zijn de bijbehoorende waarden van -/ , ﬁu en éK

A

_ t.z. ‘
“He-mEe G TR —aml

| e [ e [ e 4
16.0 w"’;:-,"‘( ?*fm
| |

_ Bijgevolg is de richting van de bijbehoorende wereldlijn ‘

gaggvan*daor



7%', Ax:dy: didt = ¢ co +V}; z-—

Noemen we de bijbehoorende smelheden %" en ?5’“ , dan volgt

P ey 2P P
- w“v+v'v:f;§.£c.rlx .3..__,,,,.,2
7?..2 3)’;}“ f‘ ?):fj& 2‘1: /3 3 c-l- b e Vo +CL Jor. T Vg

De snelheden (die dezelfde richting hebben) hebben dus tot

product &%,..“P . Voor het vrasgstuk van de kogelbanen (blz .9 J

']

is [) = %7}/ . Bijgevolg hooren die twee banen bij elkaar

‘J‘V&B.I'VOOI‘ )
113 re gy

Voor \7:‘;0 wordt P_—.o . Dah wordt de eeme snelheid nul.
Men ziet aan dit voorjgeeld dat de constante in P meedoet.
De wereldlijnen zijn natuurlijk van P onafhankeli jk, maar

de stend der toegevoegde richtingen niet, inmmers
17.4 CrC €l s pifyipy-

en H bevat l) . Verandert men P met een constante, dan
dreait de 3-richting in eenig punt Om een bepaalde vaste

van de kedze van de constante onafhenkelijke 2-richting,

gelegen in de 3+x;ichting van X , Y , % . Deze 2~r£éhting
is gegeven door ¢, : L i1 ¢, =4t b 1 p, en staat dus in de
963’% -ruimte loodrecht op den snelheidsvector,

~ De Elkomaalfunctms

Aangezmn er door een stel van twee voldoende neburige pun-
ten 6} en k in X slechts een e;;dlg santal banen gaat, die
juist in den (voldoende korten) tijd tusschen ﬁ en f‘ doorloo-
pen kunﬂen worden is ﬁf Ldt een (in het algemeen meerwaar-
| 1’' dige) functie va:nq K en van de tij-

| den € en 't L
Zi?/ - .Zij Qus een 'wereldlijn gegeven, begin-
B | ¥ "nende in het punt q ten t13de L= t

en 313 het punt ten‘tigde t in net p'mh

ok ‘,,_;'Tyerg_ellakmg (70.3)

van die 1ijn. Dan leert de varla




¢
18.1 /fm = 4.8q"p £at
e 0

Aangernien nu

‘G N ,,;; K K " { )
o T L) A | q/ e . e W ‘{‘-’
;!Ui 7 /{ b / V. £ 9L GG s\f 3 Qj PR B
¥
U

volgt (dsar de t1jd bij de differentiatie ¢ constant ISEREED

o <
2 QR & kP ?\‘
oy § o { . o
;J’ g}{:} (} 7;) e "\’f:;’ + “5“"#‘& “'? ’;’
gk 7 o
i L]
en dus
. ,0 P ‘0
P& / kl - B ] {\J R
70.% oo ) g om Pr
L{ ¢/ «/’ H
&

Hmdam wij na <I? en g constant dan wordt % een functio van|

c] en b | maamit volgt dat

&

o_dR _IF Ma kIR -k
1d.0 NETE T o ¢ =g PRI
zo0dat

7R
0.6 Fpo=-H

"
Yo leet zich M schrijven als een Tunctie van § , L, en ¢ j
(blz. & ) en uit ( *’( ‘;»’3 en (78.4) V"]@t dus de differem‘ti\f’;

B
aalvergalijking voor /L als functie van ﬁ en

-y N / (:
p ¥ d,{? o ’C' ”@F'
187 37 =0 50
G 7

Dit is de vergelijking van Hemilton-Jacodi. De algemeene op-

e o

lossing ven een dergelijke vartieele &if‘ﬁ‘erentmaiivergelijkirjl'

hangt in het algemeen niet, zooals die van g¢ gewone differsn
tisnlvergelijking, van sen eindig aental constamten af, maar
bma‘t willekeurige functies. (Voorbeeld: I/ » Vo0 ; Gplwssi
| ﬁtmd,/w waar £ een mllakaurige functie is). Ben bl:}:& '
‘d&m oplossing is “de wn of andere :E‘xmetia van {7! en (7 1

wm@at Hier hab‘bm we, g%n ven beide, mear een cplwmn&f




LY

d.i. een functie, die niet van &én punt wmaar van twee afhangt. §
Zij bestast voor elk stel van twee punten, die niet te ver v&n‘fﬁ
elkaar verwiiderd zijin en niet bijzonder liggen, en is de intamg
grasal van Lot langs de wereldlijn d{e de punten verbindt.

Afhiankelijk ven de keuze der functie // kunnen er panten zijn
die bijzondsr ligmsen, d.w.z. waartusschen geen wereldliin magewi
1ijk is. De tweepuntsfunctie in de wereldfilm heet de eenvoauig;z

L S——

eikonaaifunctie. Men ziet gemakkelijk in dat

R (959 Dt,;;>~.:w?%3(z 195 ¢, ¢) |

v Kk ok \
™) 4 . f" -
f (7 )Rl =0,

G

De eenvoundige eikonaalfunctie R is niet de algemenne op-
lossing van {/§.7 ). We znllen nu aantoonen, dat men iedere wil-
lekeunrige Oplossing/Q (7,*) met behulp van é. kan construeeren
We gaan dus nit van de vergelijking ( /3h?):

1.2, ;’,_“.._ Lr’(v“aﬁwt)

onafhanlkeliilc van eenig mechanisch probleem met kinetische poten-
tiaal, wearvan we eerst nitgingen. Voor ?g;& schrijven we p, , E
maar nua &lleen als verkorte notatie. Met name mogen we volstrekt
niet al sannemen, lat er tusschen fﬁ an ?K kanonischa vergelij-
kingen bestaan, alleen (74,]) is gegeven, dat wil dus zeggen,

de functie M (4, /0, ¢ ) en niets anders. Van 1 zij alleen aan-

genmmen, dat de funetic niet homogeen van den eersten graad in

ﬁ% is. Door
1§ Q szim, R
J.j -07‘: Dax

is in elk punt der}/Md! een o -richting vastgelegd. Omgekeerd

bap&alt elke N -richting in sen punt in dat punt nul, een of

méer stellen waarden ugég ) glg en wel volkomen, niet alleen op;

AN

een factor na. Is namelijk de juv-richting vastgelegd door de
gegeven verhouding ¢, .. - -:C, , dan is

¥

19.4 %é%umca ;2R e

3)




&«

en dit, gesubstitueerd in (/42 ), voert tot

0.1 ma(CG:H(‘]Ks“",\:é'))

de A -vergelijking van blz./3 .

Gaan we uit van de een of andere willekeurige maar bakandﬁ?
oplossing R (9, t) wvan (791 ). Neem een punt ZK’g op de X"*,
R (‘7, t)=c¢ . Daar ter plaatse valt dus de door %.% N ham:é
paalde n ~-richting samen met de % -richting van de Xon . Door
dit punt gaan we nu eens een kromme construeeren, die overal aa’n??

de differentisalvergelijkingen

20.2 ﬁ _ oH(Pg¢)
9Py

zal voldoen (Dit is een willekeurig vrije dead). Aangezien A,
? AR '

- niets anders als een afkorting is voor ﬁﬁ’i en {;’-’3 in elk punt

der X bekend is, 3"7 een functie vang* en{  geworden

n+i P

en hebben we dus te maken met sen stelsel van %2 gewone diffe-

rentisalvergelijkingen van de eerste orde. Uplossing levert ds

gezochte kromme en bij verplaatsing van (/K, ¢ (}verdeX met de

vergeliijking 4 («7 t) = o een steleel van oo™ krommen, door

elk punt der )( één. Nu is //3)‘ = 2__@ , dus

D‘i
I ('9’,6')__ 0 df?(w) 3//(/;)&)
—SF T 5,5 TSE =T 3oa
103 2t 99 2¢ 2)?
__2HAYGE)  aH (PgE) dp.
o Upe 7
en
204 PN _ O
| 20" 2o~
SubstltnaarQ men (20.4) in ( 20.3) dan volgt op grond van ()Zdi-»t}
20.5 °Px 'am A9t _dpy

T TR TETAE T 3;;’\ '
Zijn dus de krommen va.&tpalegd door de eerste kanonische ver
1lijking ( 20.2), dan geldt voor de verandering van P lam
kromme, de tweede kononische vergelijking (Z0.5). Uitgaand

de vergelijking (19.2 3, die -nog niet met een mech&niaéhgym

£
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bleem te meken hac, zijn we dus vanzelf gekomen tot een stel
vergelijkingen (20.2) en (Z0.5),die als kanonische vergelij
kingen van een mechanisch probleem met kinetische potentiaal
kunnen worden opgevat. Nu hebben we al gezien, dat de kanoni-

[,

o .. .
sche vergelijkinmen een stclsel var 00O glementrijen bepaxam

heslemaal onafhankelijk van de speciale oplossanmzwjfsz&arwau
¢ 4
we uitgingen. Uit al deze elementrijen worden er door de opima%
sing ?E(@g;} juist een congruentie van elementrijen uitgeliaﬁ'
en wel juist een zoodanige dierx;b .vormend is {(biz./6é )
wereldli jnen van deze elementrijen zijn vastgelegd door (4£0. z.}

en de@m{}gb zijn gegeven door de vergelijking

. y BT .
;(i },,. / /Q { ‘f‘j Z”x’ = Cend .,u}z,f

Bepalen we nu% d R eens langs een wereldlijn ven de

congruentie :
. 0{;1?";: :‘;)mg:.df .)/L c’f? M

2.4 of agk |
= < H{ b, t) at +pAgS L prg,2)dt

waarbij voor ﬁA de plaatselijke waarde langs de wereldlijn,
2R
Bg* 9 :

! ] AP
1.3 R(Ge)-R(9,¢)= /\(*”(Pf%iw)*‘f’k")"'f"

q)‘w
Dit is echter juist de waarde van de eenvoudige eikonaalfunch

ingevoerd moet worden, dus

Itusschﬁrx gkt f’ en ? , , We hebben dus de stelling ver-
« Kregen:

Zijn de wereldlijnen en de eenvoudige eikonaalfunctie

gxhen van een probleem bekend, dan verkrijgt men een Oplossin

R van de differentiaalvergelijking van Hamilton-Jacobi, d

op een voorgeschreven (niet ongesehikt gekozen) X' in de £:

ruimte een gegeven constante waarda C aanneemt, ap d@ v

de wijze:

1. constueer de congruentie der wereldlijnanfm;tg'm
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unten der wier toepevoegde 92 -richting in het snii
Ky 5 é,, é) i
unt mecv de 7. -richling der A samenvalit., Niet mzlaex
p ¥ P
4 A . N ' ° » s
zijn dus ale vegin- Ay, bruikbaor; zij moeten aan de voor

waerde voldoen dar aan hun % richting in ieder punt eean

)

4

reeele richtivy toegevoegd [s. Verder zijn er in het aige-

meen moccdere ste’ien van wereldlijnen mogeiijk, men ki %@;

2r dan dn uait.

2. stel in ieder punt dier Xxromue 7~ gelijk aan @ ver- Lf
meerderd met de eenvoudige eikonaalfunctie tusschen het sniépunﬁ
en dit punt.

Je gevorden junctic i voegt aan ieder éunt gen getallenwaarde
toe, de diff. rbﬁtlﬂwlv 2ree diking van Hapilton--Jacobi voert di dna’

can iedere combinatie van een (niet ongeschikt gekozen) 'K

een punt een getal'enwaarde tos, n 1 de waarde van de eenvou-

Gize eikonaaltfunctie tusschen het snijpunt van de Nefeid;ijn |
dgoor het punt met de ,X91 en het punt zelf. De algemeene OplOﬂﬁﬁ
sirg dozer vwﬁg@)ijking ig dus een axh,ﬂpuntmfuncti$, Trekt zi&ﬁ
de X@btat een punt samen, dan krijigt men de tweapunte-functie, :

de e ndtize eikonaai, terug. De algemeene oplossing kan m@ﬁ

dnue dewglggﬁggne eikonaa’ noemen. Het woord eikonaal wordt in d@
literatuur soms voor beide begrippen gebruikt. 1B;jv H.der Ph. V;
blz.126).

7it de constructie van de functie Za vOOr een gegeven X}u

N / ) . . N ‘
met vergelijking Ra@*)::o uit de eikonaalfunctie volgt nu nog
, .. oy - X’ s o
een belanzrijke stelling. Alle:  met vergelijking ﬁdégé);:c%
die men tenslotte vindt, hebben in ieder punt een g -richting,
die toegevoegd is san de richting van de wereldliin door dat
punt, dus:

- ' . L .. el
Grijot ren uit hm@stelsel van o0 elementrijen een congru

entie zoodanig dat er &én ?@b'beﬁtaat zotdat in leder punt va

die le de % -richting van de clementrij samenvalf met die

N i $ e s ‘
de Xau , dan yormen ailevo  w ~rictingen van alle oo™

‘ . 1 S Rt
Samen een stelsel vanoo >Qm en is dus de congruentie wan el

‘mentrijen X, -vormend.



Oplossing van eep mechanisch probleem met behulp ven n, ceps!

integralen.

B T ST —————

Gesteld nu eens dat de eenvondige eikonanifunctie bekend

xare. Dan zouden de 247 v&rgeiigkiny@n

@ ,
IR ﬁki?}f}@'»g) . 3;@{?9’ “l(.? -
23.] — ji‘f{’ 3 *;*wvwwmw = *‘,ﬂ #
;? 'r N 39’

ons in staat stellen de ? en jkﬁ‘ uit te drukkem.als f&ﬂ“@&ﬁ$ 

ven t en .7 imtagrati@emnﬁmgﬂt&nkbk, ﬁ an dem tiid ﬁ @
- ‘ o

: H
decrmede wars dan het probleem opgelast.

Wie levert ons cchter de eenvoudige eikonaalfiunctie? Nie
de vergeiijking van Hamilton-Jasobi, wany een willekeurige op
loseing van deze vergeliikivg, dien W@m&w%ijkaﬁ%&\im nfet do¢
cen geringer asntel V@yvangbare}rﬁgn&taﬁxan bevat, ds daarom

F
nog de eikong aalfunctie riet, Cok de vergehijking

23;?2, , ;V’Zi = ; f{?:)f A
‘ v
b

helpt 9@& niet zonder m@ei want om de iﬂt@g@&&l te vormen hﬁ
ben we do weraldlijmen noodig .gn dig le% n@@ ﬁi% hﬁk&ﬁﬁ &l

het probleem niet opgelost is. &% is @nh%ﬂr éém ‘peval wa&xbf
we K (m@t ?% ) mel kuonen bapai.an en dat iﬁ%ﬁt &mal »mm"

we al over s, eerste integralem beschikken, die s fﬁ

; zekexﬁ na
te noemen voorwsarde voldoen. Met % eerste integrdlen kuund
we de §" en dus ook de P, als functies van de ¢f.en ¢ e

ray » integratieconstanten witdrukken:

’ B »k & '3 ’ cer
25 Fa f%‘m g‘i(?iﬁ)eﬁ.; 5%} ?f.ﬂ;’ = ff’ (?;ﬁ;ﬁm ‘,(3%)

9t eerste integralen k@man mmamm %@mtr chi

da.




die g, integralen de ?K en de b, in & kunnen worden uitge-
drukt. Meer dan £ 7 onafhankelijke eerste integralen kunnen e
dus niet zijn). Stel nu dat we 9o eerste integralen met 7w int
gratieconstanten hebben. Dan laat zich aantoonen dat onder om-

standigheden de differentiaalvorm

290 Ldb=gagk- 1 (L8t

"een volledige differentimal is in af?k en &t , w’anné%%nﬁ mﬁ{
behulp ven (23.38) in gk en € uitdrukt. ‘

Gaan we terug tot 3 afmetingen in de gewone ruimte. De uity

drukking - .

i9.2 W: dx + W, ely+ W, dg =~ W-dE

i® een volledige differentiaal indien & wrotatievrij" 3.3

d.w.z., wanneer

V= TROF oWy duw, ]
2#3 &MW:VNW:DJ d.s 2, W._ ,z 0;

In dat geval is echter de integraal

944 /‘md% [wdx,-fwjtolg-/-%f'dﬂr

E:

tusschen P en. @ onafhankelijk van de keuze van dan weg

tussehen ,P en @ . Is -3 dZ een vcll@@ige differentiaal’
245 - di = odf (%,9,2)

dan zijn de door ) , w%f , ¥ Depaalde 2-richtingen (in

op een niet constanten factor 0 na, een wlwdlge

-
&

rentisal is:

b ‘mwdm = crd/ (-% M)



veld dat nog niet rotatievrij hoeft te zijn. Dit zelfde
gaﬁt ook door voor de X,,H_,; is een differentisalvorm :
W db¢-uy aﬁ? gegeven, dan kan het veld 22 , e 3zijn:
1® rotatievrij en dus >\ -vormend; wdt#-z»}etg is dan een

volledige differentiaal.

2% X,, -vormend, doch niet rotatievrij;

33 niet X ~ ~vormend en dus ook niet rotatievrij.

In de beide leaatste gevallen is W,di+ ”"A"l? geen volled

differentiaal.

In het eerste geval zou de keuze van den integratjeweg |
tusschen P en @ vrij zijn en men zou dus geen wereldlijn ﬁ
behoeven te hemen. Opdat ;C" At ne substitutie der eerste inte- j
gralen (£3.3) een volledige differentiaal in 9“ en t zij, m%i;
M/{'jﬁ J..‘an rotatievrij zijn, d.w.z. er moet gelden:

? azi af\
ﬁ.«f‘.'f ‘ = L
397\ 29

955 e MO, :
( 2t %q
We zullen aantoonen dat ( 25 ) altijd vervuld ie, wanneer aan

( £5.7) voldaan is. Ga daartoe uit van de kanonische vergelij-
king ,
/2,53 5 T BH(PJ%*)
: ImA ok
7
zot het linker lid om in

e C 2 PFa .k
L5y =zt 35; q

en het rechter 1id in

15 L 2Alh3e), ML) x
’Bq | D Py PR
Volgens de k&noniaehe vergelijking (§.5 ) is echter
: *()oﬁk. ‘ }f
Xndian au mn (.15‘ i ) vamm woet mijn, }mn s}.c:m

' 39 i
Wwangen warden. fxmm men s aia wrvawng (;E,S‘ 1;) m ‘




van elkaar af, dan ontstaat

0 A oH (9, t)

wat te bewijzen was.
De voorwaarden (1J. 7,2) zijn te sterk, we zullen namelijk m
toonen, dat men slechts behoeft te eischen, dat —/~ f)« , Xm
~vormend is en dat daaruit dan vanzelf de rotatjevrijheid vanm .
"‘“H f,\ ~ dus het volledig differentiaal zijn van zcotié' valgy;
Ga namelijk uit van één der X% van **H Zf}‘ dat is due één 4 :
X . die door aaneenvoegen van M -richtingen der elementen de
7 eerste integralen ontstaat. De n -richting van deze X, is i’ﬁ
elk punt toegevoegd san de plaatselijke richting van één der

@o% wereldlijnen, die bij de 4 eerste integralen hoorem en

waarvan deze 9 eerste in’cegralen het richtingsveld doen kenn
Construeer nu gls op bhls. u is gasehied de eikomealfunctie A’;
die op de g&kzﬂmn X » 4e oonetante waarde £ aanneemt. Dan ia;
gebleken, (/. 1)

LIL AR =-H(pge)dt +p,ddc L p.g,8)dt,

wasrin voor /) de plaatselijke waarde moest worden ingevoerd,
welke waarde niet juist uit de 2% bekende eerste integralen
volgt. Desaruit volgt dus, dat bij eliminatie van b, met bshul
van % eerste ihtagralen ,@dt een volladig?ﬁifferentiaal is,
mits de congruentie der elementrijen dezer eerste integralen
Ko ~vormend is. De rotatmvmjheid van-/7; p) volgt dan vam?

Is het veld ~//,P, , dat bij v eerste integralen ’baha

X% ~yormend, dan is het ook rotatievrij. lMen zegt dan

de %, eerste integralen .in evolutie" zijn. /Lo dt is cian
. eliminatie der p ) een volledige diffemmiml

_ Zijn de qg,aamta integralen in avalutm dan ver
door inmgx'atia ven ﬁa&é (ait zijn Q@ K q,mﬁ.r
tie dia n&tuurlijk amm an@m:a m am 'y

m‘ s ‘R ”




Verandering van de integratieconstante verandert niets aan de
1iggiﬁg der asquiskalaire X, . Dat K aan de vergelijking van
Hemilton-Jacobi voldoet laat zich nog eens toetsen.
Eenerzijds is , | b

1y AR = agdtfgf 2

‘anderzijds:

2% AR = Lut= JMﬁ/ﬂk aéyk,

dus iﬁderdaad:

oR IR~y .
273 I = - 27 = P

P
R is nog niet de eenvondige eikonsalfunctie & . We zullen

. 4
nu echter aantoonen, dat niet alleen de kennis van A , maar
reeds die van R gelijk staat met de kennis van de oplossing .
van het mechanische probleem. R bevat 1ntegrat1ecomstanten

€, , die uit de 7 eerste integralen gekomen zijn:

A1y R=R(‘?/§f%‘3,\>‘
We bewijzén dat
R K
,?,'/‘/.5 ?Z;: = CM’LM

is. Inderdaad is _ 2 2
d 2R _ VK + g;__}.e'___. q'K
dt 9c, ~ FLIe,  dgkacy
- *R ’*R oH
RLb | | Y T
R 'BP; OH
R T IN * dEn 9Pk -

-

Vu komen de ¢, uit de serste 1ntegralen~(423.3) dus is

2 JH If
2/9/ 'Bf; = ? fx 9/21(:

en basgevolg

»»»»»




28.
omdat K aan de vergelijking van Hamilton-Jacobi voldoet.
uit ( 27 %), een vergelijking in ?x , &, &, en 3*, laten zi
de 9*‘ als functie van & en de 27 integratieconstanten zonder
verdere integratie oplossen. Dus:

Een mechanisch probleem is tot 7 quadraturen (namelijk di

noodig voor de integratie van Lt } teruggevoerd, indien men

over 7 eerste integralen in involutie beschikt.

Men lette er wel op dat de stelling zegt sindien men beschikt®,

er wordt niets gezegd over de methoden om werste integralen,,a@m
in involutie met elkaar zijn, te verkr&jgen*hﬂoe die esrste in¥ ;
tegralen te vinden zijn hangt van het speciale probleem af dat f
men behandelt; leiddraad zijn daarbij o.a. de verschillende tha@g

rema's van het behoud ( ven arbeid,‘van impulsie, van impulsm05@$

ment)in de klessieke mechanica veelal verkeerdelijk .principes®
gaﬁoéﬁd. Principes of axioma's der klassieke mechenica zijn alw,é
leen K = @ |, asctie = raaetie,]W"éle) en de botsingsformu-

J

le. Gaat men de mechanica veralgemeenen, verlaat men dus de

klaésieke mechanica, dan wordt dat natuurlijk anders, mén kan
dan bijvoorbesld de variatievergelijking van Hamilton of een ve
algemeening daarvan'als variatieprincipe dus als axioms vooropéa
zetten en zien wat zich daaruit laat afleiden.
We hebben hier K laten ontstaan uit 2 eerste integralen.

Deze beperking moet nog opgeheven worden.. 1
Gestelﬁ eens dat we over een oplossing R (QJ t, C,\) der ver,
lijking van Hamilton-Jacobi besehikkep, zonder dat er iets ge
zegd is waar deze oplossing of wa&r de C, vandean komen. Dan
gaan we te werk &ls op blz. /¢ , schrijven voorloopig als af-
korting %g%::/%\ én,b@wijzan, als daar is gﬁachiaﬁ,wdat‘@r*m
gelijkingen van den vorm TR

201



K
Heeft men een willekeurige oplossing R(‘?J ?5‘,0,‘) der verge

lijking van Hamilton-Jacobi met 7. integratisconstanten, dan

stellen de vergelijkingen

249.1 (a) = 8% tondbant (@) “/bk

'
resp. voor (a) de oplossing met 2 7 integratieeonstanten @)% .

van het stelse; der kanonische vergelijkingen

aH _ 94 _ =k
Yr o GE= P T

en (b) een stel van 7 eerste integralen (in -involutie) dezer

»

vergell jkingen met 7L integratieconstanten <)

Achteraf blijkt dus dat er bij iedere oplossing der vergeu;
lijking van Hamilton-Jacobi met %v integratieconstanten een | |
stel van 9¢ eerste integralen in involutie hoort, zoodat 1nte-—
gratie van f 4t ne eliminatie van /O,\ met behulp van die eersta
~integralen juist die bepaalde oplossing levert. Dit is ook mee’cg
kundig in te zien. Bij een bepaalde oplossing /K hoort een |

X,w -vormende congruentie van elementrijen (blz.Z/ ) en het
raéchtingsveld van de wereldlijnen dezer elementrijen is equiva--‘:
lent met 7 eerste integralen in involutie (blz. 23 ).

Hoe vindt men nu uit de functie R de eenvoudige eikona.a.li;

funectie & ? Daartoe moet men integreeren tusschen de grenzen .

¢, 9 en t ¢ mear dan ook de integratieconstante ¢, weer
s ' 7 -

o

wegwerken. Dit kan pas wanneer men over de volledige integrati

(29./@) en niet slechts over de % eerste integralen beschikt.
Want dan zijn de q als functie van € , CA en n nieuwe

| integratieconstanten é’ bekend.
208 gt= Pl ), 4

Verderm is bekend dat’ ?k ten tijde £7 de waarde "ZK aanneemt
29.9 :f‘k= fk(f‘,acmgk)

en uit de An vergalizjking‘én (23’.3) ‘en 64{?.?") kunnen dus ﬁe

en als functies van q“ » &, 97, t opgelost worden. Dus

4]



30.
Men vindt de eenvoudige eikonaslfunctie 7%. uit R door te:

k
integreeren tusschen ;5) q en t, C]k en de integratieconstanten

L4
CA te elimineeren met behulp van de na vollediga integratie

van het probleem verkregen vergeh]kingen

In tegenstelling tot 7'?, is dus 73/ pas bekend, wanneer hﬁt
probleem opgelost is en kan 72 derhalve niet voor de oﬁosaiu@

gebruikt worden.

Conelusie was, dat de oplossing tot 7 quadraturen taru@mﬁ
gebracht is, wanneer men n eerste integralen met v intagratm
constanten kent, die in involutie zijn, d.w.3z. ngelost naar,tm
sen (15./) voldoen of, wat hetzelfde is, die tot X :-vormende
congruenties van elementrijen behooren. Dit kan nog beter ge- |
zegd worden. Indien twee functies ¢, en % ven p o, 9" en &

voldoen aan de vergelijking

0 oY P 2 -
904 (#:4) = zﬁ ”a’g“' T 'af; .

. ({'%., ‘h) is het haaksymbocl van Poissin) dan noemt men de funcaw

ties in involutie. De % functies
30.2 P =P »){,\ (9:%)
zijn alleen dan allen met elkaar in involutie, wanneer

. , 2
30.3 - % + 5{%

d.w.z. wanneer ( 25./) geldt. Nu kan men gemakkelijk bewijze

dat indien het stelsel vergelijkingen
3&3’1 yj)\ (:bz‘?:f) =0
een gevolg is van het stelsel

30.5 N (P)?,t)-w

en indien de functies (ﬂ)\ in involutie zijn, omk u % (ﬂ.i
moefen zijn. Desruit wlgt ziua de amliing L

 De oplossing van de kammmhe vargalijkmg@n mn ﬁm‘ ,
,;lmt z‘ich mrugbrangw‘tm quaérmma mdmn men beschlkt




31
over 7. onafhankeélijke eerste integralen

d/‘/ %\(FJQ f):O

zoodanig, dat de functies 7| alle onderling in involutie zijm

De haaksymbolen van Poisson hebben enkele 1ntegas&ante

eigenach&ppen, 213
37.2 jr (10)9325)'3 c

sen serste integraal der kanonische vergalxjklngen dat wil

s

zeggen, dat aan
9.3 s K 9/" /0 ?)F 9/‘" _
’ 7 A %px Fra
identisch voldaan is, wanneer in deze vergelijking de /b)a an q
nit de kanonische vergelijkingen gesubstitueerd worden:

2F 2H _ BH oF F
\3/"/ g?K 3/3,.; 3‘7 af)k 1“-2‘2— =90

-of

31.5 (FH)+ 51 2F _,.

Deze vergelijking is duéﬁffa .v. voorwearde opdet f=C eerwﬁ

ste integraal is. Bevat [ den tijd niet explicdet, dan gast

zij over in
&;/aé (*F‘,ﬁ);;a'

Hieruit volgt:

Bestaat er in een systeem van twee graden van vrijheid

een 1ntegraa1 H=¢ en E%achikt men over eéen andere integraal
.Fm ¢, aie % niet expliciet bevat, dap is (F, H)=o enn v

; px%blm mat zich ans tot (maa) guadréituren terugvoeren.
mt cm ﬂefmitm (30.1) hmljm mert gmkkalijk

37, 7 (%A) == (W) (? 9”)

en

5 uy ( 9> m m\)* (m (w>)+ (a (w}) S0
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Zijn dus F:: é en ?: C, twee serste integralen, dan is

(A @),H)-«((wr){(m%) -(£32) (
=~ 2 (F9)

J2.1

waaruit volgt:

Zijn F= ¢, en g = ¢, twee eerste integralem, dan is

‘%V

9ok ( = ’Q \ een serste integraal.

Voorbeelden:

1) Planetenbeweging.

. & o
T*::::I‘l i gl’?z -/-'?;9'5 ‘) /@-’Z T"P
3 P=~ MM

T

32,2 g’:% 5 q’;:—.e

P = m’c 'pk-mz &
4

1
H= L () m“;)'zU’z)-—"%_..

Earsta integralen (in involutie)
/ o L 1 & iy . p
T M ( % ,Lb 6 )-» 7{;‘ :E = constant (Emrgieintegradl}ﬁf
%6 = ¢ = constant (momentintegraal}.
Uitdrukking R dt .

Rat =-Hdtt+pdg'sp, g

79 .4 ;
,3 ,y ',mmﬁdt*}»midﬁfm@&ﬁé{ﬁ-

e

Mat bcmulp van de eerste integmlw wordt d&m umdmkkmg
gezet in ' ‘

355 Kdew-Eckeml/JmBiisemods,



waar

33.4 f/fa ¢,E)= 2/“

“'“:9;”“"‘1

Aodt is nu een volledige differentiaal:

23,2 K= /Kd/“-- Etrm V;f—d‘bfmcé-f-@

en de oplossing van het probleem luidt:

IR
33.3 *fm:’::««f f =C,

‘ F dr
33y 2K .. [dr |

2¢ ,}r ptmb=mcC,
of

4 6= ?ZI*‘Z}

waarin de vier integratieconsatanten E 36 3 C / en Q voorkome

Met behnlp van dege vergelijking en

d =Syt

laten zich des vier constanten in 2‘5 Z, 5‘ ) :&

drukken en deze uitdrukkingen, gesubstitueerd in de tusschen

f
(33.2) levert Té . De bewerking laat zich hier na.‘tuu::flijk ni

grenzen © ) v ,§ en £, %, 6 genomen integreal voor R

elementair uitvoeren omdat de integralen elliptisch zian.

2) Gyelmdala slinger ven Huy@ena.




34.

Neem o« als variabele

Ty
3./ Te d o i
= m «J.’)
dan is
| P- g R{l»ﬁod&): %J’“ (nivaaggi:})g door het laagste
W2 L=ztmd mg ZzyR

Kanonische vergelijkingen:

/ .
wm P=9 (hier een identiteit).
De oplossing luidt:
o) ¢ =Adin{wt+ip); w::Vg:
: w4 w t + X : .
Ay y t?j = m w A (w‘d 30) (eerste integraal)
” i
'":j H ““’Ez‘%m w'&A = constant (energieintegrsal),
De wereldlijren zijn sinuslijnen. Geef in een bepaald punt der
filmwereld 9’ t de verhouding -~ /‘/ : /b
2”0 ~

345 -H=KC; p=AC; Cenc, ﬁi?"’”“ tondtanten

den is
I 2 %
34 6 —-o(co-:.mo( c,+%w*?L
of |
L o b
Jeg.p iﬁ”;fﬁdf%m“’?%zas
&F ¢,
zoodat g
S e P S
390 A== Ths | mie migiutet

De wortsls zijn resel indien (. ciwlgty o, deze voornaard




is echter stesds vervuld, want alleen dan is

351 HEpwe= o H=y TP (T»P) >o0.

- .
Is dus de verhouding -+~ zoo gekozen als met een resel probieam

in overeenstemming is, (f~P)>0 dan gaen er door @

@

, £ twee f
[+]

bij deze verhouding behoorende wereldlijnen.

De uitdrukking A & wordt

, P
35.2 L dE ::q-Ha(z‘Hbff%
let gebruikmaeking van de energieintegraal gaat dit over in

355 Lot =~ Edt 1 lfimE-mFutyt dg

dus

354 /E “-’-'-'b/)"'l/-:déf‘VZhE»Mw&?*' dy,

o b
om R te vinden substitueerf men hierin de voor g gevonden

oplossing en 1ntegreert tusschen ? ) a en 7 ¢

U

Rf Eaff}»mwAMéwf+y)4ww(wt+;o)¢é
255 g/" E dt+ 2 E eos* (witty)dt
%

< Efests (st sg)at  {dint (wtsg)-dnr (w +9)]

S

¢

waarna [ en (¢ met behulp ven (3Y.9a,2) en

954 7= A din(wEte)

o

in 9, ¢, g en ¢ moeten worden uitgedrukt. Wij vinden dan

?5"7 F(? ;7: )-m-w Wm~(7 71){7&:,0(& ‘t‘:)t]

Men kan deze betrekking B‘ =constant en %?"H verifwerm?

3) Kogelbanen. °




o ’ ] - . - 7_ 7 ,&N 2 -0 4 0 o,
Baginvoorwaarden: £=Z2, ¢'< f’ , Y "f S I Y, Py e
Oplossing:

. / i o
Uog=gry(t-g)
o
56.1

4 g B (E-2)- L g (£+2)

arsts integralen:

/

36,2 2 w:ﬁxi*?%ﬁfwﬁl::ﬁ

3 Q2 =(p) k) F amiggtacy = 0
r ) en ((y')zign in involutie, sveneens (%) en (S2). Niet in
involutie zijn (W) en (52) :

543 OV 28 2y 90 9Q Y 20 oY
09" 2p, °9% 9Py Bg' 9 oq* Op, T

= 0.2p, 4 0.2, - 0.0 -zm}z. /:-.afm’;y.

De uitdrukking L ofZ wordt
36.9 Lot = - Hdt+pdg'p, dg*™.

Bij gebruikmeking van de eerdte integralen (36.3-2) en (J34.3-1)

gaat deze ovgr in

Jo.s Aar=- L fc Homgtee b -mggdtscdntmptie)dy.

Dus
k)@é }? ,’J' ~~--/-”C z’:—--nfmdy é«,l. L4% t-.._-cz‘ m,yi“ c,lfgyf-d
Inderdaad vormen de vergelijkingen
QME~_WCt+ut = Conolani
ac "
36.¢ : 9, | |
| R i /
52 = ?Efé ~ 5 & Tty = Condlanf
. :
de oplossing¥is :
) .?%.... rE ¢ %fﬁ#—ﬂc ..._c -4y
S - -h
o ( "z"i“cl) gy =4




37-

Uit de oplossing der eerste integralen

al x = %’-‘/‘ % (t-é’)

N c i / 2” L
Y g=yrle-t)-gglt=t")
laten zich C, en C, vinden als functie van Sl:,f/;t,% )fz,f

C:%'x\x

v}
. /
b€
3%.2 | Z )
- / -
Q:m g z+7§ tg(f é)
£ -
Worden deze waarden gesabstitueerd 1nfeé)zl5 en wordt gein-

+ mg -

tegreerd tusschen de grenzen %ﬁ,f{}‘lg , X, &’; , dan ontstaat

de eenvoudige eikonaalfunctie’

373

oy oo :a% .bﬂ-%
277 oY
A -4 \ )
33 -—-»""%(-————--t_t “}**zg(t'?) Z‘:me’“/w
0 o ‘

Ge oplossing en is

g ¢ - ﬂ)‘ 75: 1 ’_x...%,i’ m J-7 i ' I IL/ |
9 A e wme 0D e padd o L - ' T
AV N T =T (zf“é)’L 2 (TE zﬁ(é )ty ‘

o

4) Punt in een centraal krachtveld recht evenredig met den

sfstand | / 2 3
’x—*?) l:/'-q ) L=
: ‘:””(1 *-5“%"‘)

IFé

' ’WL 2 K
:iﬂ(/»’w(m«-(ﬂs Yo ot

%




38.

Vergelijkingen ven de tweede orde:
LR ﬂ,
‘ e r ' '
38.1 Xt pxso ; eyl
Uplossing:
992 X=X, din (/uf +%, ); el

Eerste integralen

4% = H-E =

2) %"’/6372‘/3.17%“3/:0} eyel. £
4 » -

3 V/ /“’1”' x(/‘i”) '//bf)%“’gf =9 "7&!' izt 7

38.3
flf} Q,},: Popytm /,4,"?‘?'73 r?cé'
_’_)j ?}z;ﬂ,‘,m?'cﬁjﬁtu/oiam/»t-éza‘;cgcf. %Wﬁ
éi} ?} = /,MJ e 7’\%1’;4475'%/3, w"’/‘"“ﬁ'dl 3'0;-3?“1. .ﬁ(ff&u
Bijgevolz is: (zie 3.5)
ry (%,ﬁ):o (yf f):o; (_Qué):o

6 8)-2hes ey (1.6)e- 2 -r«@,wﬁ’

Voor de hasksymbolen bestaan de volgende betrekkingen:
(B-4)=Bre, s el
(V)so  jepe
(%) =0 )
30.6 (¢,¥) = 2 (A, +a,) }’ "?’“é
(¥ W) = =2(R+41)
309 (D, Q) =mmpt (g4 apet.
(9”;.)12:) = Y+ %3&“ Yo~
388 (%’-Qz)x”(ﬂs*’ad) C‘f‘é
(P Q.a): Qo ‘

8.5




39.2

J9.3

394

. jyg”

39.6

39;¢

39.9

T

( fo > -«Qz) 1’*2’*‘”«2/"'&(9024"6&)
(VW J25) = #2 m‘;u,"(% +e5)

(ff’?:&) =0 ‘“’fw[
’?1,;'?&) =0 ; ayof

(?é”%)am/[’l'm Jayaf
(5% =e; t#4.

(Wf u’ Qr)"“‘) |
Lyt

(?r’(ﬂ)z © |
(% %)‘f,g*‘ga %%J
($0B)=-(52+ %)

($12W7) =pom (9 +oha); eyt
(g.[,avfd‘)::Os b:.;‘:d

(§1’Q7) =0
(?,»ﬂz)xﬂm(?s*d;) f’?’l
($i28%) = poom (4 2)7

(?Z“(ﬂ) =a

(7:292) = Myt ds } 7&'

(74> ‘fJ) =~ 7, tds
() =i L5




De 16 hier aangegeven eeréte integralen zijn natuurlijk niet
alle onafhankelijk, aangezien er niet meer dan 6 ornafhankelijk

bestaan kunnen {blz. ). Bijvoorbeeld is ¢, afhankelijk vm

g@a’en%én(}g van %y}%_ en V-

De uitdrukking Lat wordt
0.1 Lt = Hdt +pdrtp.oy+pyde.

Men kan nu op tal van verschillende wijzen drie ohafh&n&el:ijm
sgrste integralen nemen, die in involutie zijn. K:.aman wij V?

% en % , den gast LAt over in

Go.. Lot L (4 Ay A )t YR e o g o) e

waaruit vo 1gt :

z : Ll
R~ f“‘"’“ (Ao e 2V it et

4o, 3

R _hie,x Ak s, 2 1 g
» A TR O ,umé £ T IEpLRS yre

gelijkwaardi met |
0.5 x = % M«‘(ﬁtf% 6), 9t | |

de opm%in&; van het probleem en

bo.6 %E 2 ”5’;{""‘ (,g *’e ,g ),.. ) H




bl

moeten nu de % , *kp& en ﬁé als functies van X | Yy . % ,

/
E . % .,y , 2 en £ worden bepsald en gesubstitueerd
ré o 0 :
in j" Lot . Men vindt tenslotte
7t
e o o Ao 2 LA AR
| L LT A A e 8 )+ 2 }
é,’{l!’ R ,Zdit/'m;ﬂéf?'"éf) {( 0) / ( o o
Naderem . , ¢y , X , € dicht tot > T IR A (t: den wordt
W ) ¢ P @ J
s [ * (A ’f.)&
y / ] 4 R el :11“ (}n’ e
/1. o / zat

en dit nedert zooals het behoort tot nul voor dzsoenat»o
daar ECZ{TE =0 een oneindig groote snelheid zou geven en dus geen
vichting van een werkelijke wreldlijn kan bepalen.

le vergelijkingen

| Qf’z“/a.m e -_f.‘
4.3 % ‘”aék/t(t@)(%w/w(é t)-x) = C, ; oyl

off | » |

e, - ~ ,
Y14 x=- dompo(t-t)r Eerip(t-t) eyel.
vormen de Oplossing en

2k &*’m[&‘#»g"}_f T (x%c+gg+z§)m/o(t -%) 5

b g e

IR S My £ S P
Y1.5 R ol
= g mpt|-rh Z{%"”.‘W/&(h")}
dinpe (-5

of met behnlp ven (¥0.%)

%lz; = L ’”/“R['E . M*‘(lﬁé+d,)»2x;w’~[,u‘t+a(,)J ,»;:

) T AT
=-x MM 2%, = -.H‘..




Homogene formulesring van een weghanisch probllem.

We hebben geszién dat hat ?problagm ﬁéarkmmt op de bepaling
der extremalen van de uitdrakicing Lot , 4.W.5, de kromd)/in
da filmruimte wearysor de nitdrukking f & {«g’:‘ﬁ g?’f,z:{}xié“ gen extreny
wagrde heeft. Nu is Vv

g n
2.7 AR = ¢6 At = EEN nie

en hat is de Hedoellag dat in deza saitaim}rmng d& £y ensdRar-
| mede ook cé{ mat behulm van de verielijking p, e %;%’«,; worden u:é;**;
gedrukt #ls fusbties van {;: Jiﬁ en de vermﬂdmgﬁ.yad tes .@ 2 AL,

De veriabele ?5 traeé.tm bi} deze formal Qerw&, ég meﬁ &@?’&M’ﬁw

wijze op als de variabe‘te (; én moen kan dit nﬁ:«g “‘m
+! ,
spreken door t= q 5 ‘*35 Poys to wwﬁmM'm ‘Wimm
oév,iﬁsjy...b te la'aen laopanvan Tyoone, Wty ,; :

zoekon de extwma}.m van de mmm}mm@ #4 dg™ in e mmfm @
C}“ , wearbi] de ,b% gegewn ziin am mmwa W a ﬂm dexr

'verhoudl%,f der :ég N ﬁitgaamda wan dit ﬁ%m@f" ;.'ka'ﬂ men. zelfs ‘

de vergslilkingen wan, Mg,mnga an gak die van ‘
seeren 4 w.z. in g em ,hﬂ 8o hrsjvm zogdat de # |

re rol z-z:w' ‘speelt. Wa pfmwﬂ hiar allwﬁ ﬁ@ i

homgrene fo:mnleming toa mn vﬁrbﬁmd w
sahagmhaar goheel varmhilleﬁﬁe m&@mﬁw;
dma.ten en de en da’ varia%werg@m}tmg :

’?% niet, dan heet "
kingen van ,E&% BUg

Y24




4%,
Uit ( 41 ) volgt

43,7 /b% = (ih, = c‘m:f%am-/

«n &en cyclische coordinaat geeft dus onmiddeliik sanleiding tmt

de vorming ven een eerste integracl. De serste £(n-) vergelij-

kingen ven Hamilton luiden nu

'j‘?ﬂé(,bw Gy ) "?i) £) - 9£

/3.2 | . aﬂﬁ: | 7&,
,aﬁ’/ﬁu%q% . L= fen o=
@g"' e
en de twee overige leveren de verhonding d,g’;:%: At
43,3 % " 0.

B ~ \bevatten ,
De serste 2{7n-1)vergelijkingen yoxvatiex/ alleen de variabeles

P9 en hebben den kenonischen vorm. Deze vergeliikingen
staan dus ool weer in verband wmet sen variatievergeliiking in de
0 o . 1 Pmi 4
wverkorts” filmruimte ven 4, ,¢ en U , en wel vindt
men den intesrand van deze nieuve variatievergelijking nit de ge-

wone betrekking die altijd tusschen %dt en fdﬁ moet bestasy

#
en die hier 1luidt, wanneer wj £ schrijven voor de unisuwefunc-
. Y 4 £ " jﬁ* .
tie ven lagrange (in G |, ¢ en U ) en voor de nieuwe
gikonaalfunctie die in de verkorte filmruinmte

»

l/jt/ {‘[/ﬁ*: d(?tff - %(pLJCnJ?-é) é)dt"'/bédfl = ‘(?[ét““‘nd?%} 1;,’7@ = fJ ey -

waaruit volgt

« ¥

‘ ’.1@ B
43’5 @*(‘]%) é{é)z’e(‘ié:q-’qlt)’c%?
A

. D . s X £
in welke unitdrukking q als functie vean ¢, ¢ ¢, en 7

H
moet worden geschreven met behulp van de vergeliiking

24

£ % oce
l/3 ,&‘in G n
of oek met behulp van de dasrmede gelijkweardige vergelifking
Y3y ok g™ |
dey, :

in welk laatste gewgl ‘fdé ;’4; als functie van g]’g i ?’g s c% en

D e e s D)




44

t geschirevan moeten worden met behulp van de vergeliikingen

’Wﬁ
! e, N s 4 "
4y Sl ,b('- E t= i, ml,
Dy
. il 2
. : o Lk :
De nieuws functie van ilamilton /0 (Qﬁ,§ , t) wordt gevonden

o 3 {\” 4
dror in de onde functie 7 | die ¢ al niet meer bevat

b, = €, te stellen:

zi*&’{’ K ';"%/ B 4 £ = :’1?*’
!i { . \‘:’ML 3 / 3 ,,v/‘ - i

Y

' £
<i“i!?“3{:') G% 3 (-.? )xt) v

w3

Het nieuve variatieprobleen levert #e etremelen in de verkorte
filmreointe der gi'-'agn“g 2 In die ruimte bestaan dus voor
iedere wan:d., die men san ¢, tockent oo Y extremelen

De wereldliincn in de onverkcerte filoruimte voldoen in de eerste
pleats aan dec (% ~') nieuwe vergeliikingen van Hamilton en boven-

A

@ p e - B e 2 %
dien san de vargeliiking §z;ﬁ:¢ welke vergeliiXing 11nksg?

niet
mzer bevat. Hiernit volgt

13 de axtremalen in de verkorte filmruinte ziin de

o 3 El 0 o - N - “;D
eprojecties” in de richiing van de coordinaat § van de wereld-

i
liilnen in de f“rerkorte filwruimte
27 is |
k4
4{‘4"“3 C;J ﬁ [1’) 3 l(::'?').-aj?b

sen wereldlijn, dan 13

Yy y }! (2) Azl e

de genoende projectie, dus een extremaal in de verkorte film-

roimte.

¥

R
!{E (t )
< I (2) # conshrnde

is eveneans een wereldliin, want de vergel klngen vrlfoen zoowel

2K X
pan de nisnwe vargallging&n van hﬁmi}tﬁn als san %2;2:7 en

dit laatste omdat %rm de 9™ niet meer ‘bevat. Bij elke ext
R 4

7

meal hoogen dus oo’ ~ wereldlijnen, 3Q%§at &x in totaal voor a?l%f

waardgn'v@n %m‘c@ng mﬁr@ldlﬁnen zﬁn zooals het behoort.

kT



4% 1e wereldlijnen gaan dus in elkear cver pll de trans-
N L ¢
formgtie (;' — 9 o + Conetound .

56‘ Aangezien
. . R y b
bs1 A= ‘)»%{rrw//z’; dg t s [ Ldtre, gt e, o™

gean de hyperopparviakken Sl = conél evensens in elkaar over bii de
transformatw 7 - 6] + conﬁtante Zij sniiden de verkorte filmruim-
te C] =0 in de «C%q t R = tonst . De (w,»/) -richting hocrende
tij sen punt van 2en ex't**e“aal in de vevkorts filmruimte le dus
de doorsasde van deze 3@# de 7 -richting dsr bijdbehworsende we

reldliin door dat punt.

verkpids

mew&ﬁ

‘&’%’Mfrm@)
Ve = fS ?{0‘”‘”"{
L‘/ﬂ f = Qo
ke trpandio V.. ?4”'/
# .

Zijn er meer cyclische coordinaten, ¢ s, @ dan ziin e

7 -w serste integralsn

452 Pots = Contr 5o s Pu= Ca
en de aieu’w» funcitie van lLagrangs is

o R 1 .
L/53 ”8(7%7) /"£<{ ? “”‘19 -t) @‘qu "'"'“’%9%; 7€=/).‘.)m

Rehgd . N .
in welke nitdrukking g , -++,; ¢ als functies van t} (/

Chpups> "1 Cptn T mosten worden geschreven met behulp van de verge

lijkingen | |
& . .24

45y 275;:.}‘/ = Cppy 5 )“5;73”” Cn,
o7

of ook mei behulp van de da&rmede gelijkwaardigs vergélijkingaﬁ

yss K _ ; 3”5 - §"

s



46.
1n Welk leatste geval de A, ({=/,m)als functies ven
7,,7 5 Comporty G en L geschreven moeten worden met behulp van

de vergelijkingen

2L : )
Ye.i 5_7_&:#& AN
* Ry, o 4
De nienwe functie van Hamilton 7% (Pa19,é)~b =/, wordt
gevonden door in de oude functie 7 ; dletf%+’ 7”’ al niet

meer bevat, O, ., =&, .,

%
7.2 % (/bén?{é):' %Z(/Jg’qécwv,ﬁ’““’e%‘t)‘

Newmen we als voorbeeld het eenvoudige geval van een gewoon

vy Pn=C, te stellen

meehanlsnh systeem zonder bewegend@n dwang met &€én cyclische

coordinast
G-J o K . £ , K/\:/;“")%
6.3 | J = Z’iﬂf)\k <?1€)7 i ji fkq ) ; 3:7{:4}”,,)%_/'

(De constante Jb met dimensie [AM] dient om aan;&kqudgk de
dimensie E@ﬂ te geven).

Dan is:
%y L= fhga (9485~ 2(4%)

* D oo M . . M
Ws L =p Moy (545597 + Mg, 4845 Mg, 675787 -0

o P . '
waarin de wsarde van 9 moet worden gesubstitueerd, die gevon-

den wordt uit

Y6.6 Ok _ Mg, \g%) §°# Mg (497 = en
99
zoodat

: * I, N i 2
ELs (”%‘%“‘“}ﬁ )3T g el e - F

1) pe ﬂvergamg van %ﬁ t8t A? ‘heet in Engelend "transformatleu5

van Routh”, in Dultschland «transformatie van Helmhoiz"



‘""‘l"f ¥
en daaruit volgt, dat het probleem van het wegwerken van den
cyclischen crordineat (the ignoration cf the ignorable coordi-

¥ 4
nate) in de nitdrukking wxm woor A ook termen ven den aerstey

gread in de flucties bevat en er dus uitziet als een probleem

met bewezenden dwang (mosing constraint). Eem cyclische coordi-

naat introduceertl dus schiinbaar bewegenden dwang. Bovendien

komt er nog een term bij die de flueties niet bevat, en die men
dus bi:‘i‘ -5 kan vpegen. Men zoun dus ook kunnen tra~hten 7 weg
te werken dror het invoeren van cyclische hulpernrdinaten d.w. =z

(of b, verdlanent),/
de krachten weg te weTkeiYmet behulp van verborgen bewegingen,

i & |
Dit idee van Herz heeft alleen formeel succes gehad,

De eerste integraal H < 7.

. .
Bestaat er een eerste integraal %:% dan bevatten zoo-

wel A als #  aen tija ¥ niet expliciet (zie blz. en )

; d¥ _ A . L
It 7ol THL I T

Aangezien t op denzelfden voet behandeld mag worden als deq"
volgt daaruit nu dus onmiddelijk dat de ¢ szich laat wegwerken
en dat de integrand der variatievergelijking der extremalen in

de coordinatenruimte wordt

4}7.2 dX,iQ At + p, dc}h&%di :/b*dy’\.

Deze extremalen worden dus gevonden nit de variatievergzelifking
73)  §fpest=o0 of of(4r 9% )at =)

met de bijconditie

4.4) H (a9’ )= &

Deze extremslen zijn de wir.jecties van de wereldlijnem op de

coordinatenrnimte, dat ij dus de banen. Worden de f) im (44

met behulp van
" d
/nj’- < ""': i
HY. Pa 57

. . K . ‘
ultged}"pkt in g eng ff komt hier niet meer voor), dan



. 48.
geeft deze vergelijking aan hoe de bansn in den tijd doorloopen
worden. De wereldlijuen zelf gaan in elkaar over bij de transfor- |

matie T — 7+ constante

R ‘
: ? De vergelijking { 47.3) heet gewsconlijk de variatievergelii-

king van Maupertuis em is gevonden door Euler. Aangezien p)\d?"

de dimensie van een werking heeft (,,{%,Cﬁ’ff"’) spreekt men ook |
wel van het .principe” van de kleinste werking. De variatiever-
gelijking (4/.3) brengt dus tot uitdrukking dat langs de werke-
lijke wereldlijn de lijnintegraai van de,werking” extreem ( in wer-
kelijkheid minimum) is, wanneer tot vergelijking alleen wereldlij-
nen worden toegelaten, waarvoor 7 de constante wa‘arde?zheeﬁf

Schrijft men of voorf/»’,\ aéz]’\ wanneer © uit deze uitdrnkking
met behulp van ( #%Y) geelimineerd is, dan volgt

by 1 Rt +L.

R bevat dus T alleen in den eersten term en daarnit volgt
dat de hypergpperviakken ﬂ =constant in elkaar overgean bij de
transformatie & —> L+lenél. en daf deze hyperoppervlakken de
coordinatenrnimte snijden in de %%‘,’J Sz eomdtont | Vesst R
wordt T’f ook wel eens yeikonaslfunctie" genoemd. Daar 8 aan de *
vergeliiking van Hamilton-Jacobi voldoet, vcldoet o dus aan da\“\

‘vergelijking
8.2 %(%éw“)—*_g'

De vergeliiking (44./ ) drukt uit, dat de coordinatenruimte

ft% ( 2’5 = egonstant ) dogr deze xﬁa gesueden wordt in een

L



3

F g

wainde iy el
P

Arpon

ek,

el

stelsel van /‘t%_f , dat als stelsel inveriaht is en waarvan de

exemplaren opschuiven en elkaars plaats innemen, wannaér de
coordinatenruimte in den tijd opschuift door de filmruimte. De
figuur is uitgevoerd woor o= 1 , de J«IW, ziin krommen f}}e ~
bij elke krorme van het stelsel behcorende waarde van 2 ‘vemn~~ |
dert echter met den tijd. Vervolgen we met het cog de kromme,

die bijvoorbeeld bij =0 hoort, dan zien We de kromme bewegen.

i

Ve R =L

Combineeren we nu beide figuren in de coordingtien I,m , dan
komt er een stel van oo™ “waste krommen, ,d:;q banen, en een stel
van 0o’ xn-‘, , Wearvan elk exemplaar indinvidueel b_mveeg*é,
maar dat als stelsel onverandert bliift. De .2’%__ ; wWaarvoor
A =0 is, is ten tijds £ =0 gegeven door de vergelifking v’::{_g
en ten tijde t= ? door J#?Z’? en neemt den de ,piiamta‘ﬁin waw

2
voor t= 0 de kromme lag wearvoor Y6 =% ¥ was.

?2




Als voorbeeld kiezen we weer de kogelbanen:

507 = 7= A (B (B +mg 9
en de eerste integralen

cal /b, = ¢, .5[(:/]:[_:%‘(05‘”7
§0. 2

@ H =4 = constand .(%afv %W&ﬂm é»mﬁu%&;%ﬂﬂ-g ).
In “3 211: een willekeurige constante, die hier is vastgelegd
door ﬂ); 0 te nemen voor {;2' =0 , dw.z. Y=o

Dan is

Lot =~ Edt +p,dg’sp, dg*
50.3 . [~
——~£oli'f~c:¥x+//mm é’-mc ;7;?4%5/

en
50.4 72:~é’t+c,x~zm" (f g’ g- J...
37917 Am l

is dus een oplossing van de vergelijking van Hamilton Jacobi.

Het is een andere oplessing als (J3é.6 ), we hebben hier echter
cok sty andere eerste integrail¥enomen. Voor een bepaalde
waarde van & en £ , 8at is dus voor een bepaalde X -snelhel
en een bepaalde totale energie, geeft de vergelijking /?:@ sen
stelsel van oof 23 in de filwruimte 13 net de vergelijking

s (Gr-ft-C)% w,;-(zf—'m;y) Crs parancten

en deze snijden de ﬁcy ~ruimte voor L= ;‘5 in het stelsel van '

00/ krommen van den derden-graad met de vergelijking %

2 3
50.6 (¢x-84-C ‘9"9 )%

Deze krommen zijn allen congruent (dat is een bijzonderheid var |

* dit speciale vraagstuk) en ontstaan uit elkaar door tranai‘p&#
in de richting van de X -as. Neemt }5 toe, dan verplaat
in de

de krommen zich allen tegeliik met een smelheid

4’!’{;‘%

ting va‘n,d‘e :pa,Sitieve'xaués. ﬁ is het tota.le agbg&dgmr

7 W v sl




V"'{/ 51

—{ van bewsging ujitsluitend voor de beweging in de X -riehting.
Het stelsel bijbehoorende werelﬂlunen is gegeven door:

oH
511 m~m£ =%

de banen dus door

51,2 ;-fz-——@ £l gy

;

waaruit volgt

5.5 x= Z%ujf ftfﬁgﬁ %% qz? (f ?%? ) % £ }

of & [
. )< 2.
1 (- mda ( ™7

Dit is een bundel paraboleﬁ, Het zijn de banen voor al die bewe

. - . . & .
gingen waarbi de- X -snelheid sen gegeven constange ﬁﬁ; is e

(e totale energie een gegeven constante i ie. Al deze parab@?

zijn gelijkvormig en raken aan de as 5._ii_ , de meetkundige

plaatszder hoogste punten die bij de x ~snelheid éﬁ en de ke

tale ecnergie ¥ te berciken zijn. De smijkromme ( 50.4

orthogonale trajectorien van deze parabolen.

J

C

S

Inderdsed volgt uit (50.6 )

&b
g

ol

o,

51,5

~ &
ej .

o
De orthogonaliteit der beide stelsels volst dan uit (7




s e
(575 ). Het is van belang op te merken, dat beide stelsels nw
veranderen, wanneer men de willekeurige constante die in & mg
anders kiest.
De wearnemer in de X, Y ruimte ziet de suikromme (50.4) met |
een constante snelheid 2 in de richting van de positieve

Z
1
% -as loopen, terwijl de banen (J/.%) vast blijven staan.

De integratietheorie van Hamilton - Jacobi.

Bij de integratie der kancnische vergelijkingen
. .

oH :

AN

=~ f,
cHd ik
;——— T ¢
fad S

ligt het voor de hand te trachten de integratie te veremmvoudigen

dopr vean de 9’ over te gaan op handig gekozen andere ncodzakelijke
coordinaten @k , die functies zijn der 7 en eventueel van U

lien kan echter veel verder gaan en vragen of men ook de ?x

en de
tegelijk kan transf tot @k J\  op zovdenige

£ egelijk kan transformeeren tot § em V)  op z0 ig

wiize dat er in die nieuwe variabelen ook weer vergeliikinzen van den

kanonischen vorm bestaan, waarin dan inplaats van %.{f%% t) een nieu-

N, : - rs »
we functie /((fi: (&Z‘“) optreedt en wanneer dat mogeliik is gableken,
trachten die transformatiie zoo uit te voeren dat de functie ¥4 Z00

eenvoudig mogelijk wordt.

™

Lerst toounen we san dat er inderdaad transformaties bestaan die
den vorm der kancaische vergelilkingen invarient laten, Dezaflaats’gag

ziin aequivalent met de varistie vergelijking van Hamilton e |
»5:2‘»4?, é:j/,l/:))\ q - %(/b‘)?j é)}dé = A ‘ ,* pram

weardl] de trajectorie gevarieerd wordt in de .ﬁ?w o gt |
We zuilen eerst aantoonen, dat de kfinonische vergelijkingen evenzeer s
sequivalent zijn met ( S2.2), wanneer men de veriatie uitgevoerd
denkt in de R 7 -dimensionsle ruimte JCp, der fr en' " .

Deze ruimte heet de ;ph&éehmimta (Gi‘nba) en in die ruimte bepalen

oOpVolae , Ko RR
bv wandﬁ w&ardan ’va‘.n, /bh en 4? als functie ven ,ff eveneens es



i v
! . O
Wy f *

¥

piste zun aeguelvalient pel Jde varianievergai:

O

§3.0 bfﬁf,\‘%g“ yl/’-%#)%di-.:o

wa.arb?j de trajectorie gevariserd wordt in de X,,, ’

We zullen eerst aantoonen, dat de Kanomische vergelikinken euven-
zeer aequivalent zijn met (53.1 )) nanneer wen de variatie uitge- .,
~voerd denkt in de Ax- dimensionale ruimie X,_,, teT p, en g

'Deze. reimte heet de phasenruimte (Gibbs) en in die Tuinte repa-

. . ‘_ . K . o~
len de opvolgende waarden van b, en q  &ls fuastie van t

eveneeus €an kromme,de phasenbasn.in die phasenruimte wnrden P

K N = 2z .
en c1 onaf‘hankeluk van elkaar gevarieerd waarhij t gonstant ge-

houden wordt .Dan is A
532 S(P :? Je)clf 55%\0‘ d{i"?)‘gdﬁ —'%_?S%Kdi—eg‘;‘:éf’)dt
<SG bt - S e 23 )59

waarait volgt,dat dsze variatie dan en allieen dan sieeds wer-

dwijnt wanneer de kanounische vergelijkingen

: °H :

§3.3 29" >
2H ek
26, = 9

"
gelden. .
Cit het verdwijnew der variatie mag men neg niet teS¥u7fﬂﬂ’

dat Sﬂ dt mu ook in de phasenxruimte een minimum is.Zeifs Lv-

hoeft Ait niet het geval te%zz,)n avsSﬁaH: in de koordinatenruap-

te een minimam is. Lmers\/g}e pha&enrmmm hehhpu we vee) meer

Jmogeﬂukh@den van variah? e daa;r" F N al dear onafhaqkelijx
I“vem elkaar worden gevarieerd .Terst de hijvooTwaarde p)‘ ,a‘, De—

perku deze mogelijkheden Dat eewn maximum ni mindimam daer zed o
hefren vaun bijvoorwaarden bedoxven kan wirden is een gzwwn wer-
schijusel Up het cpperviak x’-’- L”-—lP)’ =0 is in As0 , yao

‘ =0 weliswaerl d.y =0 .mear er

8 green mammum van )( umaw:m’ ki



N
i
i B 4
! De bijvoovwaavde A=0 voETY
\
\ een paximum, =z =o daaranteyn:
V\' 4 o . W
. Lot een mirvimumyvonr de tijvooar-
B

waarde xzs= 2 i8 er noch maxim.urn

ne el miaimamn
{
i
[N
]

We gaen dus nu uit vauw vergelijkingen ven den vorm

“ E = L (po. ¢)
& = @“lrat)

en aischen,dat wit { 53.1 ) volgt

sS40 5}({& G- R (L b)dt=o

$ 40

5 K N 3o ?
en omgekeerd Drukken we alies in P‘;\ ; (;,? en f it e
wordt het verscnil ven { F3.1 ) en (F4% 2 ) een fouctie ven £

»

k L. .
C? en L wmarvoor we schrijven
o o A
4.3 }éf(fi @, t/s P «??c’m,f/ - 6@« ﬂ(p; ¢, t)
en de eisclt 1s dus dav

544 ,Agjgﬂdiwa

dowr o, dat }Q’dt voor alls® kT onmen rtusSschen Twee wil Lol urag
. (™ it o

gekonzen punten dezelflie waarde heef{t.Dit is echier dan en Al
gektuzen

leen dan mogelijk weuneel l,’fd ¢ sen wolledly differentiaal 13

o
en er das een funoiic Eé{ff‘, ({, f‘) %,u_;z%'*r:;m) moo dan
Fe5 V = ﬂé.

Dit,gesubstituesrd in (§4.3 ) ieadt tot

, R
4.6 ’f’«“?x' Hidi = (an!(? Kty dPERY)

. : K ¥
We gzasn nu alles uitdrukken in de Am+l vwverisbelen ? . Cf

an t ~en schrijven #

T YL LIE R

it
g




Dan gast @V-6 ) aver in

-/ " S Wy P ek, W gp RV
58 pods” fkdq)‘%%"‘“%imygﬁwq *égkdgg ot

waorull volgt

s P 2V

uit welke swmey vergellikiugen men de ﬁi en Jde %’M~ ele f@%ﬂm:
tics ven de By de ?K en £t on X ais faartie vaa de
yfi L e Lg*; en 7 man nrlrsnen
ﬁ&ﬂwm@a‘ia Ag stelliiung bewezen:
Men kan een transformetic van f@ . ?iﬁ in <j1 . §9ﬁ K
die dem vorm dexr kanoniscre sevgeliiingen invariant laet
verkrijgen,dzor,uitgaandc van aen wiltekeurige functie
?VZ?,@g'é/ de vergelyhingen (552 ) op te schrijven av

N - "ﬁ; - = - x
uit dese £ Y als funciies van b, ¢ on &

) #
. L Y a“{m . N .
o ,ﬁf als funstie van /1 ?<§’ en L Le heyalrenen

Men noemt dergelijke transformatics countagttransformeries

sel van alle centacttransforwatiros voldeer anan de eischen-
1 D¢ resultante van tweo na elkaar silgevverde transfsrma-
L1023 van het stelse) is weer cen (ransformatie van hel sie’gel
2. De identigche translormatic behoort Lol hew strelsel.
3 De omkeering van jccere transformatis vaun het stelse! g

weer een transformaetie van het shelsel.

i - - K .
let, spreekt vanzelf,dat fe ~%? niet meer de Heteekenls van

~ noodzakelijke hoordinaten van het mechanische problom hebben,da

i , T S . \ il
zouden ze ere functies ven de- y en oventueel van

ik een Wijzonder geval van o



tactitransformaties .

'Bij debafle:iding hebbefm we alles iu ?”V , (f) “ en & S ulte
gedrukt en zijn dienoversenkomstig ook tot een funsiie V(g,Q, ¢
gekomsn.Dit is niet noodig;men kan ook alles uitdrukkem in m
willekeurige der varisbelen p, 9” an 7  willekeurige dec
yvariebele .PA y C?K en krijgt den’ de volgende stellieg:

giﬁ;_}g-._,yk willekeurige uit. I 9" ,dus in het alg@man

ten deole coordinaten,ten deele impulsies en 2, de bijbehoorends

rpulsies resp. coordimaten en verdeelt men evensoo willekeurig

£

P} s QQK ovexr (%/M_gr_g} ]C;; en is tenslotte Y}ay y é) gon

Panotie van J“ Ly en i den ig
X, = X 2V
?y*
56,1 | _Z’ ch 14

‘ Y y K
860 «:zontact‘txamsfarmum ,dnv.,z,, vonr A _ ) gelden <8 ipan

vischs vergelijkiougen

o
2K ,
L X} '[{%ﬁ’wm&,{dmh_)
, o
Je.x : (7
Xl ] K
DX d
Voorbeeld 1
® ¥
Neem voor de g de 9
voor de X, -de D
¥
. ® .
voor de xj dge Q
I
voor de J s de

dnn keeren we tevug tot het boven omechreven peval.
Voorbesld
‘ [ K
Neam voor de J de ¢
“yoor de X, de IR
ST
voor de &  de f’,.
. a
d6 @

yoor de



Lr is dan een functie V(y': f,\, 1) en we hebbes

pe

.
L
(e

M« e
Dot we inderdaad sen contacttransformstie hebben volgt ui
‘ K
P pedgo Hut - B kats

- K
o ke dg’ v 3"' Yt -d (P, ©") i»}‘e

= dUV-F") < villdige """f*ﬁ""’*‘"‘”‘f’

Memen we speciaal
~ ‘C'“A
‘{4“,:;} }"::: ?Zﬁ(?)

can ontstaat de transformatie

by = P 2F ly
»=F
Sy A

die een zuivere punttransformatie im de K.,, is, omdat de
(?K geen functies der P, aljn.
De iden‘tisehe transfmrmama ontsteat voor F}q)a 9“ )
dns voor V= /£ l?
Voorbeeld 3. MNeem voor de gk b,
voor de X, de ‘3’(
voor de L!Kde QK
voor de X, du P,
Er is dan een functie 'V‘{PH(?KJ ) en we hebben
2
7=- I

I8
i i,
| Kot

Ook hier hebhen we mdardmd eon contactiransformatie:



53
51 /bﬂdé N Hu(é- L’,cde? "/“lt’” d(lbx‘? '} dlb‘(

Y 2V
Yk)l’dt‘fa d(?“d(‘l*?,t?#)

Memen we speciaal

B e K" ’

V- -p. (@)
daa outatant da zalvere pantbvaauformabin
ko

f(q)

2 £%)

G

@

. 7
483 73
)\:

die vouw f’”{@}m @

overgant.

e

K

iy

" in de identische traunsformatie

De bedoeling is uu zoodenige contacttransformaties te vin-
den,dis K zo0 eeuvoudis mogelijk maken.Het mooiste is A =0 te

maken.De kanounische vergelijkingen zouden dan luiden

L o

7oy K
50y Poso 5 (P so

en de oplossing ware door onmiddelijke integratie te vinden

Fe.s f‘i = BMAAAZWWJ ; ({ ka Q,MM;;,M,J

C sl - . e Ml (0 4]
Ten functie V Ma it doal dos’ Darelisen Zullun we M/ﬁ?-»z‘ﬂ", *‘é‘)

noemat .
1’3&’!‘:& »?‘.,1’““
J2CF F O A ’éﬂ_‘i
/%Am 3?"
78,6 P 2 R
P . ’()C?}.
-
é"’@ e %{7:‘!&) éj

2t
De leatste vergelijking is echter,wauneer we de waarde vau P

uit de eerste vergelifking substituseren een differentisalverge-

lijking voor K ,dia uiwluitﬁad ? ; (.f en ¢ bevat:

s w2 @f“‘" ’)




m mwm a«a., | m mmm{ljko variabelen,die niet guﬁiﬂ‘m

MW weer uit op M &iftmmtimlwrgemkiug van MJWM‘M '
en het blijkt derhalve,dat R niets anders is als -en eikonaalfuno-
tie,of eigenlijk 20" eikonaslfuncties,omdat er nogn willekeurig te
kiezon ovafhankelijke parameters in gitten.

=

Nu hebben we vroeger gevoundeu dat een oplossing voor (#4.7)

met » intcgratiecoustanten e voert tot de oplosging der kauno-

nlsche vergelijkingen
/Q'é w —‘g). ar W .

57./ e
Dit is precies wat we hier terugvianden:
f?-l l"{;‘ o A consdant
2¢
want
2 2K

De parameters C?“" spelen hier de rol van de constanten e)' » 81

ziju inderdaad coustant,want

® ¥ ax
.5‘7,’/ CQ 1,5"‘2'5;”:.(?

We hebben dus de stelling verkregen:

Is I /7 2, @ k/ een oplossing ven de vergelijking van Hamil-
ten - Jacobi met »  onafhankelijke integratieconstanten @™ euw ie

dientengevolge

59.% ;azfx = D, = emodont

de oplossing der kanouische vergelijkingeun, dan gaan de kanounische

vergelijkivgen door de countacttransformatie

‘ D R

) A= ’25?’7
4.6 ~
2

over in de kanouiwhe\vergamkingan wasriv 13 Q eptradm iv plasts

van /b) en ? en wearbij H = gevouden is:

| o= f
e 6'?,7 o x



| ' 3 i
Gebruiken we de oplossing om de eenvoudige eikowaslfunotie

) E . \ |
R{ 9’: i; M; é} te coustrueeren dan hebben we VIoeger gevoo-

deon,dat

o ivE

o, =

4

2r
29
v v?

& P
P -
A 284
o
/

vergelijking met (75 1) leert dat dit eon coutaottransformatie

Pooex . .
van /J“./« in lbx ) 4 K wgmtfzm .De ocvergang ven den bewe-

pingstoestand ten tijde fa f, nanr don bewegingstoestand op een

willekeurigen tijd I 1s das cen coutacttransformatie.

We zuwllon nog laten gzien,dat dit precies de beteekeunis is

von 4 karooische vergelijkingen Neomt men in de vergelijkiog (s, )

-cen et twoede voorbeeld op blz. 5“;/

(‘
3
K
.\i
Sy,

"/’ o) » ~ fo A 2
£o,3 Ve i, ¢ 4 L;.i/(’%,.,xj)da}
Ann wordt

:) ’:{} {}*"j ]
Fy = Foe =5 dt
/ wfi
bey ,
K K ”;) g}{) 3 f:
@ = 9 + =4
t / ? Fr

e inlisitesimcle coutacttrancformetie die slechts infinitesi-

maanl van de identische versshilt (ki Mo s 1.)
R #
Schrijven we dus P;w P)wlh anﬁf g dq 5 .ﬁ.&u is
dy = - ff)._ip d+
!7““ . 2 ?}’
{70.5
?ff \
. 0{&“ = ’ d‘ﬁ
{ ? Pu



heele beweging van een mhmiw&i systeem is

Als o geleidelijke zelfontvouwing van een mnt*mmi‘amﬁi% ~

(Wnittaker blz. 304).

Bygondere gevallen van iuntegratie volgens Hamilton - Jaocobi.

Indiea 4 uitgedrukt in /6; en ?" niet expliciet ¢ bdevat
bostaat er een eerste integraal

b He #

en we hebben gezien,dat de oplossing van de vergelijking van
Hamiltou - Jacebi

6/,1 9{

? R
e %{7 k )
dan van den vorm

41.3 R&,_/;é*. 5{7“)

is, wear S voldoet aan de vergelijkiung

25 y
by Wiy =)= #
7

£

Mza vehoeft dus nu nog slechis ceu functie S{?“/ te bepalen,
die m-g1 vwerdere constanten hevat

lets derge’lijka treedt wu ook 0p wanneer éém der woodzake-
lijke coBrdinaten cyclisch is,d w.z. in de uitdrukking voor f
in 9?“;, 7” en f nigt woorkomt (de afgeleide uaar t mag
wel v.orkomen) Ls ' die cyclische cobrdinsat,dan is de bijbe-

hagrende vergelijking van Lagrange

d F){ v « ermifond
5/,5’ d; 9} @ Z /éx

i ,
en daaruit volgt,dat ook ff niet van ? M‘kmu@t:‘

| . .
6. 6 %’*-~ﬁ‘~%o

Br is dus een eerste iutegrasl ém nmen kan vmrfﬂ. | n&mm




“
a3

; Vo
Rw /3‘ 9‘* R ‘?f"”ﬁ”)

Jegnbetitueerd 1un de vergelijking van Hamilton - ~oobi levert

il
i ’
2K » 2R 2R
,/ L — e ey w—-—" s & @ oy
0.2 5 4 = 7{%\? ? /'313,3?:,) »2)9m

% P e ‘ : - A ’, - e ‘
In het geval dat 75? njet expiiciet van © afhengt en 9,709
gli¢ oyclisch zijn, 2iin er » esrste integralen (van eeu zesr

bijzonder soort) en mew kan voor R napen

R 7 ¢ : R
é2.3 . wwl"/ +ﬂj?*»«,*ﬁm’? *R/?}
waeruit bl substisutie wolgt

(5.?..'{2" H:: fgf”#;)

ult welke vergelijkivg zich laat opiogsen.

b2.5 4R Dfa”)
A9 = Pig
en welke oplessing dus met 4én quadratuur gevonden kan worden
BEen probleem me: m-z cyclische coordinateuw komt dus neer op
edn cuadragtuur
Voorteeld.
Ads vorropseld behandolen we Je boweging vag eeun tol orar
een wvolkoman zlad horizoataa: viak . De tol 18 een homogeen
gmwentelinzaglichaan en de 2iwtand van het gweartepuut tot
. . Pt
de punt is 1? A ,,Z is een vest cobrdivatenstelsel, A Y,Z
ean stelsel +dat met de tol mesbeweegt.We voeren de drie

hoeken ven Buler 6,¢ ¥ ia

| x dan 2,7, (. ¥ en &
Schrijven we 4 voor J;,wjg . :

B voor Jy , dau is
/ y' » das

wed |

(2ie vraagstukkeuboek blz.69)

Noodzakelijke codrdinaten zijn



ot od
bat T o= fym 3 v fom 2 s fmd et 67,
+ FAw! + hBw e b AW

= fm (4t i, L 8) v ) /?();'fn‘a’#«r 6')e
1“:‘{.8[';’9'&"6'%(;"* :.y;'tfmﬁ) |

(zie voor de herleiding van Wy , W, eun & het vraag-

stulkenboek),
= ,.,wa Y
4.2 e TP E fon 2 s (f 500 44)
rf(Astl v Bett) ¥ LB ;..Bwvﬁi‘malw
f.7-P |
Nu is
poo s
o= Y e omd
3.3 b = ’?.Z = BY rBemt ¥ T
by = V (ﬁw*ﬁfﬁm"&)yﬁf Ben b ¢
Pe ,;%ﬁ w b A6
waaruit volgt dat
= A
X = P

; Py~ ot ¥
¥ = TA

o - ﬁ,

6 m{m"ﬁ’*ﬂ

Dit gaaft gaﬂubat:a. tueerd in ( €3.% )

g b P:‘“”} 2 | “
b5 #-‘{{ f*“*? +h (;m nl‘ ‘s*nimﬁ’ i




547

en de vergelijking van Hamilton - mcmbi inidt dus ;

A 1li2B) L@R? w2k,
g 287 i G BQ? e oy w“”}"

Fa o )f*wf“‘* =

De coordirvaten x , 2 ; gp en ;V zijn dus cyolisch en R
is derhalve van den vorm

65/_1 ?P,..ft«ra,xa»atxi—a,(fra,y*/[é//,

waarin f & a q eu a

> 4, y coustanten zijm. Substitueert men

dit in (64.1 ), den volgt

A T UL S SR IPRY) N
Y
of': ¥ it 4R @Gﬁ’ ™4

64.4 @‘f}i o L 08 A3 F - sm flm y- jaﬂ,"«ia,‘t%‘l-t::ivofj
= ('m @LM&U . A) Q(E, a,,e,,2,,, 9)’

QMU = 0

4]

zoodat

N
~&
2y

/..: [z 15T «4
o

en
‘55’”{ ?‘?mw,ff.;.a,x@ ng*az(f?*aayyﬁ*f(é“u“ﬂ‘w v}

Hier hebben we nu een oplossing met 5 iuntegratieconstanten.

Derh&‘;}.w‘ luidt de oplossing

»«-- - -1 % fm _Q db= ,; M}E‘gu

g..@; oz mﬁ R

a, = k- S‘ “Q‘ db =

o= ¥+ jvmfh‘ﬂfﬁ .Q (‘"’ H(.“ mm@dv gm;woﬂ
'aR ‘r"'“’"" My‘ yoy-e,emb)
’aa,,, 1}! S ﬂ 3 aw M -:1%-«‘ -

‘Doarusasgt vinden we nog ffi serste integralen



(7/5-.4'

i Mwﬁt&gm&& H -

2R L
"""a:qlm/éiwml'

S @y a fyowom L

l

: = =™ «8 ; ) 3 & i
> a, ’ba Y +Bemby | ‘
- py = 2 (At Y s Beab) ¥ 2Bent ¥

5

’% = | Coite s 8’ m‘“ﬁ. wfmdutr A) 0

£

) L e )
Problemen met een P afhankelijk van q*‘ s g}' eu Tt -

R &

) e J.
De splitsing van ¥ in twee stukken wearvan het eeme, 7

net srbeidsvermogen van beweging ea het tweeds, -P ,het nega--

tileve arbeidsvermogen van plaats voorstelt is tot hier eigeun-

1ijk alleen in het speciale geval gebruikt dat er eon energilein-

£

: 7 :
tegrael was, dat ig dus het geval waar £ quaadratisch iu de ¢

is wet coefficicnten,die nistl vaun t arhangen en P tenminete

33)0

@

» K . L.
niet van ? of ven T afhangt (Vul blz

We gasn nu het algemesnere geval beschouwen,wsarbdl alleen

iextangt wordt,dat T guadratisch i in de ?

2

b2 T- fﬂvf” gig" (gl $an9)

. . 1 .
en £ inemir maar niet neodzekelilk homozeeu iu de c} i5:

/ , >, ) 2
P & » i
08,3 S B

, Y wm s e dar o eaw e

Dan wordb i? gen nie?r nowogens2 funtiies doz g var den
) .4

BN e e g 3 s K R T ey

praad 2 wet coeffisienter 4 -, 7, &6 , fLe van ¢ &n

t afhangen:
b4 )ﬁa ;M j* . §

Verder is
1) Op mz 3 is eemn fout tm taxﬂ**m@mn We hebben HsT+ P, w&zﬁv’f

near 7  quadratisch iu de @ is wet cosfficicnten,die niet v

z afhangen,en . ammm van §’€ £ afhengt.Er is een aune
‘ mmtam,wmmmr bovendien P uiet van

t‘ afm.ngm




5 ;;‘ ? J%K 9

su dus ,

o kpr
4 g " Lg% o »“&ﬂ)
bos 9 .M? (prr ). ",? J,».x”lzxiui'
Lal e leatate vergelijking volgt,dat

1—- L)

£6.3 7T = Y ? (/,n v M) {P%* 7,)
en dus

Ha-lopeg =-t H 9. AR NY *;,7’“,,,,, (byom,)

KA
b lﬁ‘i ? (PKPA*”%%"”&”;)*ﬁ

We zullen voor de berskining saunemen dat de §,, eu dus ook
n

3 K 22 B -
de a constantan zijn, het algemeene geval voert tot het zelfde
resultant masr eischt meer rekenwerk.De kaaonische vergelijkingen

Touiden dim: .
" 2H y

® 'y
Pyl BRUAS

; oH Xp 7
/’l = ,()@ = s 5 ;,«1 l ’V‘ 3.’7 3_4

/“'97
az 971 dﬁ
Dan eerste wah des ﬁz’ wzrgu Fringen levert mist: nieuws op,ds ladtle

ste geeft echter in verband mst ( bé. 1

(1 o i KAe . D7 ‘o . KA 5%
- - L >/ an
66.4§ 19 j 7 5?"% -] 5% j 7 B‘;‘:

%

Yemen we het gaval dat 9“ . en ? orthogonale carte-

X Y, ° B 8 / . ‘E 'S ﬂ)” ﬂ?f
wp i ) e )
l

sische -odrdinaten in de gewone .i,‘mmm zijn en dat dus

Ta {m[i ,3 * z.) ig,dan gaat de vergelijking over in

66.8 - ("?,z,"- 7, "é,{’gﬁm) a7, aﬂ)
wmx o= y - ?n/’“y’,% ( ?

Sehrijven we nua

Mﬂ » 72:"‘"5% d ;"”&% Lol fan
e £Ma a



'~ dan outstaat

b P Y, ”aw) g@@j ,
.o 2 AL f s ...,...‘L.... -l
5}’-/ W"“’:X[U“(?x E;» V(57" 352/° ( e 33/
@ bekenls vergslijking wior ‘e hewsying ven massapunt met eleo-
tvische lading ¢ iwm een electromagnetisch veld met vectorpoten-
tieel ¢, ¢, en scalaire potentisal 9@ .Schrijft men
- '390 2 ?(ﬁ ,
203: = T e gm.z = yf - wwmlt M@J W{d

_Bx - ?ﬁcg_’ - 2% W mtymﬂ‘#ﬂjw/‘!

é;za

Aan ontstuatl de bLekende vorm

Xy p & ’;. - ﬁ)' J
!5!?“-3 mE = 2 xfg["ﬁiﬁ;g 4 J ’?
Gaat men derhalva uit ven g? dic quadratisch maar niet

homogeen im de snelheden is ea mot ne.me ook termen van den eer-

oten graad in de swnelheden bevat dan verkrijgt men bewag;ngaveaw
gn_cen gawoon recntnoekig 00orgluns-

&ﬁllj}cxnwen die veor a3 in-den-idaccielen;aied roTadivie
‘i”mw*i’e) 8.

e B s S

shen-vors Juist den vorw hebseu veu de sivcirodynamiyche bewe-

glugsvergalijkingeu voor ceu puiaden massapunt.De electrodynami-

ca in den Klassiekeu,uiet relativistischen vorm blijkt dus eeu

bijzonder geval to ziin ven de zowone kiaesieke mechanica.
o [ £ - .

De uitdrukking voor %j word?
A 7 AT VRS PR AR
TOOT de impulsies vm;imm we
57 £ /bx amx + ég‘ ¥ ,vazyw(
en voor / |
63’5 H = im ’liz*tz"&nﬁ;**(&
c k(B3R gl e

N

@



4 68»

R R

Maxwell: |
@ ?’x P gy 4 0 ﬁw r

e L Y “"'f'w' -
? 2z C

691 7

;‘ E_ﬁ 123 ﬁ‘a}( 9 ﬁ‘&

0 x 2y 4
P

mear niet het twecic stel
vz 26 0 8 ¢ A |

& + @ E ™ gd‘“qddﬂ _Q’%d
9¢ 2% ?x 0 ¢ g
N ! r . ,' | ' |
D x ’ Dby o R i ‘e&oﬁavxj oy dlg” "‘r

- S

£8.4

want de puntvormige lading &£ van het massadeeltje heeft wniet.

te maken met een eventueel ¥ aden’ ma- continu verdeelde lading

in het veold.

Homogenigesring.

Beschouwt mew de vergelijking

1
68.3  Qdb. -Hatop dq oo Hdbepdgeo o p,dq’

voor den integrand ta de intograal (‘f@{t dan valt op,dat H

J
hier eenzelfde vol spoelit &ls senm b en t  eenzelfde vol

o R x ,
als een ¢ .De oueves kowmst tusacher de t en de g komt ook

stherk uit in de Filmru.mie wearia we eigenlijle altijd werken eun
waarvan 0 ew 4 K oug coordinaten ziin.Den methode wesrhij t
op denzelfdew voet bhenando d wordi ale de ;,’ wordt eemn drin-
gende olgrh woanser e gﬂ de ¥ j en X van Ge gewons

ruimi? siju en wanpear we oon probleem relativistisch wilien be-

hendeisn,d.w z. zoc dat Ge behandeling inveriaut is bij alle
. . . & & 2 o g% . . -
transformeties,dis ~X - Y% - % +¢ 1 invarisnt laten.
. med
De homogewne methode bLogint wu met 9 te schrijven in-

piaats van € en p,,, inpleats van =4 Verder spreken ws
dan af dat de indices K, A . p o, T vem I tot = loopen,

de indices &, B, ¢, 0, & &, ¢ daarentegen vanu I tot m+s Ten




69.
slotte voeren we,om met differentiaalquotienten in plaats van
met differemtialen te kunnen werken een nieuwen parameter T in,
die al nasr den aard vam het probleem op geschikte wijze gekozen
ken worden (bijv. dr'e c%’ttdn"’»- JJ&M" bij een relativistisch te
behandelen problaem) mear die we voorloopig geheel vrij laten.

Dan voeren we een niguwe functie %' van y en é,:%

cdefinieerd door de vergeliking

57,1 iﬂg.» A;%?JW ___.?.i j

k=

waaruit volgt

on

69.3
1 /3 = fu
dz' .
Upmerking verdient dat ﬁe homcgeen van den eersten graad is

o
n éé? zoodat volgens Euler ianderdaud
ds* do* '9 %?
69.4 e - - ¥
: dT 47 I)‘

Uit de vergellikingen van L&grang@

4 28 24

bg 5
geschreven in den vorm
2 Xae &(ﬁgéi
4. ¢ d T = Gan
o oi?“ d?

volgt lan direct
5 (?_ 7 g—t’ w - [ o W";: ’
! AT ,. [

Verder is




%0

- ?1‘7’ 2 HMH
d H = ;C')""/:fr olg "+ "(/z ";dé
7&./ 79
" : o H
- - fds dh 7

waaruit bij optelling volgt

0¥ 9 H
7&'; 1 a——" k-~ 9

PR 91‘
waarin bij differentiatie van 02[) de 9K en ?'” en bij differen-
tiatie van 4 de 7" en /4'; constant gehouden worden.Dear ver-

Aex

274 X . 9/—/.« o H 2 H
AL Pl B i B e Y

a & 9/9,‘ K ’3?
is
K dH Ay,
70'1{ | @é N a/ f B T d+

en uit (67_3 ) volgt dus

yo.s dpwy A 2% _ 2L 4 _ 9,‘2

) dt 4T ~ 497" T og dwz"- T

| G ’ 7"

welke vergelijking met ! 67.7‘ ) kan worden sameugevat tot

s dpe 4 °% 3 X
AT 4T 3%“ 97"

e dq g%
Waeris ? na gtast voor -%~ {em niet meer voor o ).
&€ & a ¢
Pit is de verge’iking ven Lagrauge in den homogenen vorm.
Bij homogene behandelivg is ov natuuriijk geen Hamiltonsche func-
tie meer in den oudeun ziw waut — /4 is een van de impulsies
gewordeu,de inpulsie,die bil de coBrdinast t behoort . Mesr ex is

m eeu vergeliking van Hamilton,namelijk de vergelijking

“ . L .1‘ sy ™
y7 | WM /{(/jbk)?] ) {xgj,,un-fiu |
|
dre we ook meer liever in eeun vorm schrijven waarbij alle impleu 3

Broa



7%.

RS

}
/g (.P«?‘id)’ e (H(!’m‘}a‘)*hn) =0

Hieriun is (b de een of sndere onhepaslde functie vau f:),‘ en ¢
! ,
Voor % goidt

! - DH o K do® 4T
? - 2 . ___{]a_’__
‘é"‘"f?h ¢ 1 fdz " de

X

2
2 28 _ dg™" dr
7 5?5‘}.;,” ¢ = V;‘zi: it .

/
o puy | 4T
2%-”"“—“"" .ﬁ_sar _ﬁ-—l-idt

: AT
Hu “ behulp van de »+2 vergelijkingen
u kan = ‘d— met ulp : gelijking

L, % « dg%
7ll~3 f‘ = 9;45 » /mc—'{e‘ A G ? Lo, ’7%
T

net als ds 29" ('l’wz,._--yn} worden uitgedrukt als fuuctie van de

?" en /b* Men kan dug voor f’ nemen

at
7"'7 f T odr
! -
waardoor de 5 Zeonormeerd wordt Voor deze gevnormeerde ;»ﬁ
schrijvon we }
dé dt
of Ed - 1 ) 4

7.5 i(!"m‘}) = g7z A ;g v

il

e ( L g !
dom poodqmt den 0 dg

STgT et gp bede the

of anders geschreven

Koy ‘ha'mekant

in de punt differentiatie naaxr

Ty
2 cAbe L pedy

dt 2 T

-5 o
k4




1€,

Dit zijn de gehomogeniseerde en gonormeerde vergelijkingen van

Hemilton.Deze genamaarde 5 is overigens niet de eenige,die
de  xanowische vergelijkingsn vervult Is bdijvoorbeeld 5*$(5)

een functie van ydie nul wordt voor %=° waarvaan de afge-
{vewd s o 3 iy
leids uaar ge aan 1 w {Bmﬂ-‘a 9-5 , % en 4 con-

stanten) dan is rs GF(.s Tg ;zoadat ook 5 de kanouni-
sche vergel lci en varvult
gohe vergeliking 5.

qw)iyhf»)mm )LM‘.‘ 4.3-«-’%

Hebbew we uu op deze wijze een verkregen,waarvoor de kanouni-
sche vergelijkingen gelden,dan is de vraag te beantwoordean hoe

na de vergelijkingen van Hamilton -~ Jacobi er uit ziem.Vroeger

hadden we
R = 2R
72.1 H/gg‘u?,f)"ag =
en dat wordt nu
(28 g% ), 2Rl
7&2 H «3? J 9 » * Q?WW
of
? K o )

voor genormeerde 5 Aangezien echter %ﬁd@r@ andere een
functie van% is die nul wordt voor ﬁw ,ken men evengoed
schrijven
5 W& # (ﬁ i *) 4

710# g?h ’ \1 = &:;

ﬁamd@ is dan ook de vergelijking van Hamiltou - Jacobi ge-
' niwwd
' “QOamug sullen we de vergelijkingen voor de bm&gmg

ma et electron homogeniseeren. Mwmn we voor 4T

72.5 dTe G Veldst. M...ag‘..we
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tan wordt f (verg.bldz. 67 )

73.1 f:.- z'iam (;ﬁxo»i'z'i- i.a) % + aﬁ((ﬁmz*(fli ?%i“%C{‘)

t

wharin de punt differentietie nasr T beteekent.

Déza uitdrukking ziet er wat den eersten term betreft niet mooi

uit,mear wordt onmiddellijk beter wannesr man uitgsat van de for-
male voor de ewergie van een bewegend massapunt uit de reletivi-
teitamech;nica.Men onderscheidt dear de rustmassa m ,die con-

stant is en de gewone massa = ,die veranderlijk is,gebonden door

de betrekking

o 499 1/:** rh € = »-éw/w{wm«%n{

73.2 T o= Py 3

¢n boschouwt me” als de totale energie.Veor asunelheden,klsin tewn

opaichte van € is dan

4
R & £ ;] o X
& .,,W par O e B wem o
¢ A 4

, . A @ a tlea
‘n deze uitdrukking is = € als sen potenmi@le energie op te

L. 2 . . .
vatten en me -m € a'8 de kinetische emergie.lIn pleats van

1 L . o/
im v moet dus in A komen

1 : 2 <
N /!
a0, daar dmg - ;/: - %, ’ 18, komt no in
e
] 4 ‘ o ST "
7’3,3“ w e [’&w %n,:vkj} B e R ﬁ'”t 2// - 2 W - 4-?4 d!z’
4= | wef 2
‘ &

%mw?&ﬁ&wfﬁ (fﬁﬂf‘/f. c.i)
(e «dv/.fW dGﬂ moee T)

Hu is deze uitirukking nog uist lineair homogeen in de fluxies

cony st kan an orde gemeakt worden door den eersten term met
“'fﬁ: ~ { wgu § 'R S ?} ;: 2 "h

te vermenigvuidigen:

VIS SRR OIS S AU WY
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)
]
]

Daar
ELERLE R 7“‘
4
oL -
is dan inderdasd
pa E iR F e s

hetgeen klopt met ( 67 $) en
L
o 2 st i

hetgeen klopt met (67,5 ) omdet uu watuurlijk in A/ de totale
energie me" in de plaate moet komen van i('”' »* eu er boven-
dien een factor é bij moet komen,omdat we e t als vierde cobir-
dinaat genomen hebben en uniet z

Voeren we de notatie a'= x ; 2% (7/ , 2% 2 s X%z e & ; 8u

?”m»i yjumw_z .9 f“.—m.z » j‘”“.x s ]‘%, o VOOr o #3 in,
dan gaan (73.7-743) over in

zoodat

T4E 2= -4 gw(}?ﬂ“ f%) g

- ,‘W?@W»? 8

4
74 ::-4.@«;&&&.»? )!,4.(& ﬂz-—‘-&ef)“‘

s (30N e el ) L g (G a ke dyi-thed)

Mg .

= dhe Vo ikt 2T, Eg it i hg kRO
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o'(lﬁ

Yo = e W“ r‘n(?mx i 5l ot (qur)

We gean uu direct tot eem andere eenvoudiger over Daar
k)
24 24 29 | ce" .t ?—g
2-¢- 2§ -
7”:1 ﬁ 1 &
o 128 Pame @ L 9met
- = - - - -2
- Dnn D

kuonen we eenvoudiger nemsn
' L8

’ * 3 & l & l“l& & l
75.3 53-—1%!&(?*1”‘}& amimcg“‘axx?iw‘

{men overtuigeX zioh er door uitschrijven ven,dat 5 op groud
van de identibeit }’lS’ nul is) of

| 2 ﬂ") & 2
7;:‘] , f‘i’t’a”zﬁ,; [/bd"é'%()//%”é'%)
(schrijven we j als functie van }' , dan blijkt dat }; = 1 1is,

verg.bls. ?,x,‘ ).
Op g@mn& rechthoekige coordinaten luidt de uidrukking

' voar} :
: g 2
o,

755 ;w (;a HAS (h a‘fq)*(h ‘ﬁ)

en '&kka aitdrukking outstaat dus uit het linker 1id van de iden-

oy
®

%
»

f

e

3.
M
r\
ﬁzr‘&

titeit
Q 2

j"’:’ﬁ!“ 4 wag“{gjigﬁ} ,gg) tdl} =

ndien meun mﬁ vervangt door b= §(ﬂ .cycl. en .me door

b3y (verg. 74,3 ).

Dan ie inderdamad

167 ? pa
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welke laatste vergelijking zich laat schrijven
) ‘a ' & Fod ¢~4‘: ry e ﬂ 4 & ?...:../é
of
, ’399
. 1 & seal g d,& @ 3’ ‘a %’ - &
7hr o mEe g AN (S

(puiten beteekemen hier (ifferentiatis naat T ,ulet unaar ¢ Y.

Dear

7 Pt ‘%, = ‘gg =impulsie ia de x-richting.

1f hev linker 21d veu (765 ) 5 %5 on die vergeliking
, o«

klopt dus ;fom&l met ( ), mear ook alleen formeel waut wm is

H

Sﬁfm mmtmm meer.Daarin bestnat juist de relativistische cor
'\_‘t L niet comatant is, olgt ook nog uit {714! ,wan?

nm M%ﬁwr 1id daarvan lest zich echrjuven

, d o dt
f‘»é . “gt “pos &NII e

i1
e

ot
& T

~‘i '!‘;i {7’5’7’! Vogoelt Jus juist de Lerandering VAL jm aan. (Overi-

geuns is ( }’l Y oven ( }"5. 3 ' arhanke !yt en dus eigenlik geeu

pleuwe vergelijking).le vergelik ngen van Hamilton - Jacobi voor

@gu bewegende leding luiden

L

757 §§w§c T oA

4

B

?si.&z’?ﬁﬁ t%) Q%)

Het is van belang nog eenige opmerkingeun te maken over de

usitdrukking van *(%

«?’5.5’
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